
Mathématiques – ECG1 DS 3

DEVOIR SURVEILLÉ 3

Vendredi 01 décembre 2023
Durée : 4h

Pour ce devoir, des points vous seront retirés si :
• les résultats finaux des questions ne sont pas mis en valeur (encadrés, soulignés, surlignés,...),
• les résultats ne sont pas assez justifiés,
• la copie n’est pas assez soignée.

Les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans l’ordre souhaité. L’utilisation de la calculatrice
ou de tout matériel électronique est interdite. Aucun document n’est autorisé.

Exercice 1 [Suites, Python]

Le premier janvier 2020, il y a 200 poissons dans un aquarium. Chaque année, 15% des poissons meurent, et
on ajoute 45 nouveaux poissons en fin d’année.
On modélise la situation par une suite (un)n∈N où, pour tout entier naturel n, un représente le nombre de
poissons dans l’aquarium au 1er janvier de l’année (2020+n).
On a donc, pour tout n ∈ N, un+1 = 0.85un +45.

1. Justifier l’obtention de la formule de récurrence de la suite à partir de la modélisation.
2. Donner u0 à partir des données du texte. Justifier.
3. Sur le graphique en annexe 1 (à joindre à la copie), placer u0 sur l’axe des abscisses, puis grâce aux

droites tracées, placer u1 et u2 sur l’axe des abscisses. On laissera apparents les traits de construction.
4. Combien y’a t-il de poissons dans l’aquarium au 1er janvier 2021 ?
5. Recopier et compléter le programme suivant afin que l’exécution de celui-ci renvoie la valeur de u11.

1 u = ........
2 for ........ :
3 u = ........
4 print (........)

6. Recopier et compléter le programme suivant afin que l’exécution de celui-ci renvoie le premier entier
n tel que un > 250.

1 u = ........
2 n = ........
3 while ........ :
4 u = ........
5 n = ........
6 print (........)

7. Démontrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, un 6 300.
8. On considère la suite (vn)n∈N définie par, pour tout n ∈ N, vn = un−300.

(a) Montrer que la suite (vn)n∈N est géométrique. On précisera sa raison et son premier terme.
(b) En déduire l’expression de vn en fonction de n.
(c) En déduire l’expression de un en fonction de n.
(d) En déduire que la suite (un)n∈N est strictement croissante.
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Exercice 2 [Applications, inspiré du concours EML]

1. Justifier que, pour tout x ∈ [0,1], la quantité x
2−x est bien définie.

2. Montrer l’encadrement suivant
∀x ∈ [0,1], 0 6

x
2− x

6 1.

3. En déduire que l’application suivante est bien définie

f : [0,1] −→ [0,1]
x 7−→ x

2−x .

4. Calculer l’image de l’élément 3
4 par l’application f .

5. Donner l’ensemble des antécédents de l’élément 1
2 par l’application f .

6. Montrer que l’application f : [0,1]→ [0,1] est bijective et donner sa bijection réciproque.

Exercice 3 [Applications, Ensembles]

Dans cet exercice, on considère l’application

f : R2 −→ R2

(x,y) 7−→ (x− y,−3x+3y)

1. Donner l’image de (1,2) par f .
2. Donner l’ensemble des antécédents de (0,0) par f .
3. Donner l’ensemble des antécédents de (1,1) par f .
4. Montrer que l’application f : R2→ R2 n’est pas injective.
5. Montrer que l’application f : R2→ R2 n’est pas surjective.
6. Donner un élément de l’ensemble Im( f ). Justifier.
7. On cherche à montrer que

Im( f ) = {(a,−3a)| a ∈ R}.

Compléter la preuve de cette assertion donnée en annexe 2 (à joindre à la copie).

Problème [Suites, Polynômes & Python]

Partie 1 – Étude des racines d’un polynôme de degré 3

On considère le polynôme P donné par

∀x ∈ R, P(x) = x3−2x2− x+2. (1)

1. Dans cette question, on cherche à donner quelques caractéristiques du polynôme P.
(a) Quel est le degré du polynôme P ?
(b) Quel est le coefficient dominant du polynôme P ?
(c) Quel est le coefficient constant du polynôme P ?
(d) Que valent P(3) et P(−3) ?
(e) Le polynôme P est-il une fonction paire ? impaire ?
(f) Recopier et compléter le programme suivant afin que l’exécution de celui-ci renvoie, pour une

valeur de x donnée, la valeur de P(x), précédée du message "La valeur de P(x) vaut".

1 #le programme doit fonctionner si on change la valeur de x
2 x = 2
3 y = ............ #calculer ici la valeur de P(x)
4 print (............) #Affichage du message et valeur de P(x)

2. Dans cette question, on cherche à calculer les racines du polynôme P.
(a) Combien de racines peut avoir le polynôme P ? Justifier.
(b) Montrer que 1 est une racine de P.
(c) Déterminer le polynôme Q tel que

∀x ∈ R, P(x) = (x−1)Q(x).

(d) Donner les racines du polynôme Q et en déduire une factorisation du polynôme Q.
(e) En déduire les racines du polynôme P et une factorisation du polynôme P.
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(f) Vérification : En utilisant la définition du polynôme P donnée par (1), vérifier que les racines
données à la question précédente sont bien des racines.

(g) Grâce à la factorisation du polynôme P, résoudre sur R l’équation P(x)> 0.
3. Parmi les deux courbes C1 et C2 représentée ci-dessous, laquelle est la courbe représentative du

polynôme P ? Justifier.

C1

|
1

−1

C2

|
1

−1

Partie 2 – Étude de suites

1. Soit (vn)n∈N une suite géométrique de raison q (avec q 6= 0) et de premier terme v0 (avec v0 6= 0).
(a) Quel est le terme général de la suite ?
(b) Quelle relation de récurrence vérifie la suite ?
(c) Supposons que q =−1. Quel est alors le terme général de la suite ? Montrer qu’alors la suite

(vn)n∈N vérifie
∀n ∈ N, vn+3 = 2vn+2 + vn+1−2vn.

(d) Supposons que q = 2. Quel est alors le terme général de la suite ? Montrer qu’alors la suite
(vn)n∈N vérifie

∀n ∈ N, vn+3 = 2vn+2 + vn+1−2vn.

(e) Dans cette question, la raison q est supposée quelconque (q 6= 0). On suppose maintenant
réciproquement que la suite (vn)n∈N vérifie la relation

∀n ∈ N, vn+3 = 2vn+2 + vn+1−2vn.

i. Montrer que la raison q est forcément une racine du polynôme P définie dans la partie 1.
ii. En déduire que nécessairement, q ∈ {−1,1,2}.

2. Soient a,b,c des nombres réels. Considérons la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈ N, un = a+b(−1)n + c2n.

(a) Montrer qu’alors la suite (un)n∈N vérifie la relation

∀n ∈ N, un+3 = 2un+2 +un+1−2un.

(b) Déterminer les valeurs de a,b et c de sorte que

u0 = 0, u1 = 0 et u2 = 1.
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Annexe 1, à rendre avec la copie

Nom Prénom :

100 200 300 400

100

200

300

400

y = x

y = 0,85x+45

x

y
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Annexe 2, à rendre avec la copie

Nom Prénom :

On rappelle que
Im( f ) = {(a,b) ∈ R2| ∃(x,y) ∈ R2, (a,b) = f (x,y)}.

Notons également,
F = {(a,−3a)| a ∈ R}.

Le but est de montrer que
Im( f ) = F.

• Montrons que Im( f )⊂ F.

Soit (a,b) ∈ . Montrons que (a,b) ∈ .
• Ce que l’on sait. Comme (a,b) ∈ , on sait que

∃ ∈ , (a,b) = . (Info)

• Ce que l’on veut montrer. Pour montrer que (a,b) ∈ , il s’agit de montrer que

b = .

En utilisant l’expression de l’application f et (Info), on obtient que{
a =

b =

Et donc
b =

Donc (a,b) ∈ .
Donc ⊂ .

• Montrons que F ⊂ Im( f ).

Soit (a,b) ∈ . Montrons que (a,b) ∈ .
• Ce que l’on sait. Comme (a,b) ∈ , on sait que

b = . (Info)

• Ce que l’on veut montrer. Pour montrer que (a,b) ∈ , il s’agit de montrer que

∃ ∈ , (a,b) = .

Posons x = et y = . Alors

f (x,y) =

Donc (a,b) ∈ .
Donc ⊂ .
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