
Mathématiques – ECG1 DS 3

DEVOIR SURVEILLÉ 3

Exercice 1 [Suites, Python]

1. Soit n 2 N. Entre l’année (2020+ n) et (2020+ n+ 1), il y a deux phénomènes qui impactent le

nombre de poissons.

• D’une part, 15% des poissons meurent, c’est-à-dire 85% des poissons survivent.

• D’une part, on rajoute 45 nouveaux poissons.

Donc, le nombre de poisson de l’année (2020+n+1) correspond à 85% du nombre de poisson de

l’année (2020+n), auquel on ajoute 45. On obtient donc,

un+1 = 0.85un +45.

2. Le nombre u0 correspond au nombre de poissons au 1er janvier de l’année 2020, donc, d’après

l’énoncé,

u0 = 200.

3. Voir Annexe 1.

4. On cherche le nombre de poissons dans l’aquarium au 1er janvier 2021, c’est-à-dire que l’on cherche

à calculer u1. En utilisant la formule de récurrence (avec n = 0), on obtient

u1 = 0.85u0 +45 = 0.85⇥200+45 = 215.

Donc le nombre de poissons dans l’aquarium au 1er janvier 2021 est donné par 215.

5. Le programme suivant renvoie la valeur de u11

1 u = 200
2 for k in range(1, 12):
3 u = 0.85*u + 45
4 print(u)

6. Le programme suivant renvoie le premier entier n tel que un > 250 (qui vaut n = 5).

1 u = 200
2 n = 0
3 while u <= 250 :
4 u = 0.85 * u + 45
5 n = n + 1
6 print(n)

7. Posons, pour tout n 2 N, P(n) : “un 6 300”.

• Initialisation. Montrons que P(0) est vraie.

Comme u0 = 200, on a bien u0 6 300. Donc P(0) est vraie.

• Hérédité. Soit n 2 N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-à-dire que un 6 300, et montrons

que P(n+1) est vraie, c’est-à-dire que un+1 6 300.

D’après l’hypothèse de récurrence, on a un+1 = 0.85un +45. Or par hypothèse de récurrence, on

sait que un 6 300. Donc on a (car 0.85 > 0)

un+1 = 0.85un +45 6 0.85⇥300+45 = 300.

Donc P(n+1) est vraie.

• Donc, par principe de récurrence,

8n 2 N, un 6 300.

8. Posons, pour tout n 2 N, vn = un�300.

(a) Soit n 2 N. On a

vn+1 = un+1�300 = 0.85un +45�300 = 0.85un�255 = 0.85(un�300) = 0.85vn

Donc, la suite (vn)n2N est une suite géométrique de raison 0.85.

De plus, son premier terme est donné par v0 = u0�300 =�100.
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(b) Comme la suite (vn)n2N est géométrique de raison 0.85 et de premier terme v0 =�100 d’après

la question précédente, on en déduit que le terme général de la suite (vn)n2N est donnée par

8n 2 N, vn =�100⇥ (0.85)n.

(c) En utilisant la définition de la suite (vn)n2N, on en déduit alors que,

8n 2 N, un = vn +300 =�100⇥ (0.85)n +300.

(d) Soit n 2 N.

un+1�un =�100⇥ (0.85)n+1 +300� (�100⇥ (0.85)n +300)

=�100⇥ (0.85)n+1 +300+100⇥ (0.85)n�300

= 100⇥ (0.85)n(1�0.85)

= 100⇥ (0.85)n⇥0.15

> 0

Donc la suite (un)n2N est strictement croissante.

Exercice 2 [Applications, inspiré du concours EML]

1. Pour x 2 [0,1], 2� x 6= 0 (car x 6= 2) donc la quantité
x

2�x
est bien définie.

2. Soit x 2 [0,1].
• D’une part, x > 0. D’autre part x 6 1 donc �x >�1 et donc 2� x > 1 > 0. Donc, en tant que

fractions de deux nombres positifs, on a

x

2� x
> 0.

• On a déjà montré que 2� x > 1. Or, la fonction inverse est décroissante sur R⇤+, donc on obtient
1

2�x
6 1. De plus, x 6 1. Donc en faisant le produit de ces deux inégalités de nombre positif, on

obtient que
x

2� x
6 1.

• En combinant nos deux inégalités, on obtient que

8x 2 [0,1], 0 6 x

2�x
6 1

3. Calculer l’image de
3

4
par f revient à calculer f

�
3

4

�
. On a

f
�

3

4

�
=

3

4

2� 3

4

=
3

4

5

4

=
3

4
⇥ 4

5
= 3

5
.

4. Calculer l’ensemble des antécédents de l’élément
1

2
par l’application f revient à chercher les solutions

de l’équation f (x) = 1

2
d’inconnue x 2 [0,1]. Soit x 2 [0,1]. On a (en utilisant le produit en croix)

f (x) =
1

2
, x

2� x
=

1

2
, 2x = 2� x , 3x = 2 , x =

2

3
.

On en déduit que
1

2
admet un unique antécédent donné par

3

2
.

5. Soit y 2 [0,1]. On montre qu’il existe un unique x 2 [0,1] tel que y = f (x). Soit x 2 [0,1]. On a

y = f (x) , y =
x

2� x
, x = y(2� x) , x(1+ y) = 2y , x =

2y

1+ y
.

Donc, pour tout y 2 [0,1], il existe un unique x 2 [0,1], donné par x = 2y

1+y
tel que y = f (x). On en

déduit que f est bijective et que sa bijection réciproque est donnée par

f
�1

: [0,1] �! [0,1]
y 7�! 2y

1+y
.
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Exercice 3 [Applications, Ensembles]

1. Calculer l’image de (1,2) par f revient à calculer f (1,2). On a

f (1,2) = (1�2,�3⇥1+3⇥2) = (�1,3) .

2. Donner l’ensemble des antécédents de l’élément (0,0) revient à résoudre l’équation f (x,y) = (0,0)
d’inconnue (x,y) 2 R2

. Soit (x,y) 2 R2
. On a

f (x,y) = (0,0) , (x� y,�3x+3y) = (0,0)

,
(

x� y = 0

�3x+3y = 0

,
(

x� y = 0

x� y = 0

, x = y

, (x,y) = (x,x)

Donc l’ensemble des antécédents de (0,0) par f est donné par

{(x,x)| x 2 R}.

3. Donner l’ensemble des antécédents de l’élément (1,1) revient à résoudre l’équation f (x,y) = (1,1)
d’inconnue (x,y) 2 R2

. Soit (x,y) 2 R2
. On a

f (x,y) = (1,1) , (x� y,�3x+3y) = (1,1)

,
(

x� y = 0

�3x+3y = 1

,
(

x� y = 0

x� y =� 1

3

Les deux lignes sont incompatibles. L’équation f (x,y) = (1,1) n’admet pas de solution, c’est-à-dire

que l’élément (1,1) n’admet pas d’antécédent par l’application f .

4. D’après la question 2, l’élément (0,0) admet au moins deux antécédents différents, par exemple (0,0)

et (1,1) (en fait, il en admet une infinité) donc l’application f n’est pas injective.

5. D’après la question 3, l’élément (1,1) n’admet pas d’antécédent par l’application f .

Donc, f n’est pas surjective.

6. En utilisant la question 1, on a (�1,3) = f (1,2) donc

(�1,3) 2 Im( f ).

7. Voir Annexe 2.

Problème [Suites, Polynômes & Python]

Partie 1 – Étude des racines d’un polynôme de degré 3

1. Pour tout x 2 R, P(x) = x
3�2x

2� x+2.

(a) Le polynôme P est de degré 3 .

(b) Le coefficient dominant de P est 1 .

(c) Le coefficient constant de P est 2 .

(d) On a

P(3) = 3
3�2⇥3

2�3+2 = 27�2⇥9�1 = 8.

On a aussi

P(�3) = (�3)3�2⇥ (�3)2 +3+2 =�27�2⇥9+5 = �40.
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(e) Comme P(3) 6= P(�3), le polynôme P n’est pas une fonction paire.

De même, comme P(3) 6=�P(�3), le polynôme P n’est pas une fonction impaire.

(f) Le programme suivant renvoie, pour une valeur de x donnée la valeur de P(x).

1 x = 2
2 y = x**3 -2*x*2-x+2
3 print(’La valeur de P(’,x,’) vaut’, y)

2. Dans la suite, on cherche à calculer les racines de P.

(a) Comme P est de degré 3, le polynôme P peut avoir au plus trois racines.

(b) On a

P(1) = 1
3�2⇥1

2�1+2 = 1�2�1+2 = 0.

Donc 1 est une racine de P.

(c) Comme 1 est une racine de P, on sait qu’il existe un polynôme Q, nécessairement de degré 2, tel

que

8x 2 R, P(x) = (x�1)Q(x).

Comme Q est de degré deux, on peut le chercher sous la forme

8x 2 R, Q(x) = ax
2 +bx+ c,

avec a,b,c des réels à déterminer. Soit x 2 R. On a

(x�1)Q(x) = (x�1)(ax
2 +bx+ c)

= ax
3 +bx

2 + cx�ax
2�bx� c

= ax
3 +(b�a)x2 +(c�b)x� c.

Pour avoir, pour tout x 2 R, P(x) = (x� 1)Q(x), en identifiant les coefficients, on doit avoir

nécessairement

8
>><

>>:

a = 1

�a + b = �2

� b + c = �1

� c = 2

,

8
<

:

a = 1

b = �1

c = �2

Finalement, on obtient que

8x 2 R, Q(x) = x
2� x�2

(d) Comme Q est un polynôme de degré, pour trouver ses racines, il suffit d’étudier son discriminant.

On a

D = (�1)2�4⇥1⇥ (�2) = 9.

Comme D > 0, le polynôme Q admet deux racines distinctes données par

x1 =
1+
p

9

2
= 2 et x1 =

1�
p

9

2
=�1.

Donc le polynôme Q admet exactement 2 racines, données par 2 et �1, et il se factorise de la

manière suivante

8x 2 R, Q(x) = (x�2)(x+1).

(e) Grâce aux questions 2(c) et 2(d), on en déduit que le polynôme P se factorise de la manière

suivante

8x 2 R, P(x) = (x�1)(x�2)(x+1).

On en déduit que le polynôme P admet exactement trois racines données par 1,2 et �1.

(f) On a déjà montré à la question 2(b) que P(1) = 0. On a aussi

P(2) = 2
3�2⇥2

2�2+2 = 0 et P(�1) = (�1)3�2⇥ (�1)2 +1+2 = 0.

Donc 1,2 et �1 sont bien des racines du polynôme P.
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(g) En utilisant la forme factorisée de P donnée à la question 2(e), on peut en déduire le tableau de

signe suivant pour P :

x

x� 1

x� 2

x+ 1

P(x)

�• �1 1 2 +•

� � 0 + +

� � � 0 +

� 0 + + +

� 0 + 0 � 0 +

En utilisant le tableau de signe de P, on en déduit que

P(x)> 0 , x 2 [�1,1][ [2,+•[

3. Comme le polynôme s’annule en �1, 1 et 2, sa courbe représentative est forcément celle de C1.

Partie 2 – Étude de suites

1. Soit (vn)n2N une suite géométrique de raison q et de premier terme v0.

(a) Comme la suite (vn)n2N est géométrique de raison q et de premier terme v0, son expression est

donnée par

8n 2 N, vn = v0⇥q
n.

(b) Comme la suite (vn)n2N est géométrique de raison q, elle vérifie la relation de récurrence suivante

8n 2 N, vn+1 = qvn.

(c) On suppose que q =�1. Dans ce cas,

8n 2 N, vn = v0⇥ (�1)n.

Soit n 2 N. On a

2vn+2 + vn+1�2vn = 2 · v0(�1)n+2 + v0 · (�1)n+1�2 · v0 · (�1)n

= v0 · (�1)n⇥ (2 · (�1)2�1�2)

= v0 · (�1)n⇥ (�1)

= v0 · (�1)n+1

= v0 · (�1)n+3

= vn+3.

(d) On suppose que q = 2. Dans ce cas,

8n 2 N, vn = v0⇥2
n.

Soit n 2 N. On a

2vn+2 + vn+1�2vn = 2 · v0 ·2n+2 + v0 ·2n+1�2 · v0 ·2n

= v0 ·2n⇥ (2 ·22 +2�2)

= v0 ·2n ·23

= v0 ·2n+3

= vn+3.

(e) Soit q quelconque. On suppose maintenant que la suite (vn)n2N vérifie la relation de récurrence

8n 2 N, vn+3 = 2vn+2 + vn+1�2vn.
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i. Soit n 2 N. En utilisant l’expression de la suite (vn), on obtient alors

v0 ·qn+3 = 2 · v0 ·qn+2 +q
n+1�2 · v0 ·qn.

En simplifiant cette expression par v0 qui est non nul et par q
n

qui est aussi non nul par

hypothèse, on obtient

q
3 = 2q

2 +q�2,

c’est-à-dire

q
3�2q

2�q+2 = 0.

Donc q est une racine du polynôme P.

ii. Comme q est une racine du polynôme P, et que d’après la question 2(e) de la partie 1, les

racines de P sont �1,1 et 2, nécessairement,

q 2 {�1,1,2}.

2. On considère la suite (un)n2N définie par

8n 2 N, un = a+b(�1)n + c2
n.

(a) Soit n 2 N. On a

2un+2 +un+1�2un = 2(a+b(�1)n+2 + c2
n+2)+(a+b(�1)n+1 + c2

n+1)�2(a+b(�1)n + c2
n)

= a+(2b(�1)n+2 +b(�1)n+1�2b(�1)n)+(2c2
n+2 + c2

n+1�2c2
n)

Or, on a déjà montré aux questions 1(c) et 1(d) que

2b(�1)n+2 +b(�1)n+1�2b(�1)n = b(�1)n+3
et 2c2

n+2 + c2
n+1�2c2

n = c2
n+3.

Donc on obtient,

2un+2 +un+1�2un = a+b(�1)n+3 + c2
n+3 = un+3.

(b) En utilisant l’expression de la suite, et la valeur des premiers termes, on obtient que a,b,c sont

des solutions du système linéaire suivant

8
<

:

u0 = 0

u1 = 0

u2 = 1

,

8
<

:

a + b + c = 0

a � b + 2c = 0

a + b + 4c = 1

,

8
<

:

a + b + c = 0

� 2b + c = 0 L2 L2�L1

3c = 1 L3 L3�L1

,

8
<

:

a = � 1

2

b = 1

6

c = 1

3

Finalement, pour avoir u0 = 0, u1 = 0 et u2 = 1, il faut prendre

a =� 1

2
, b = 1

6
, c = 1

3
.
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Annexe 1, à rendre avec la copie

Nom Prénom :

100 200 300 400

100

200

300

400

y = x

y = 0,85x+45

x

y

4/5

·

⑧a

u
Va

Il
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Annexe 2, à rendre avec la copie

Nom Prénom :

On rappelle que

Im( f ) = {(a,b) 2 R2| 9(x,y) 2 R2, (a,b) = f (x,y)}.

Notons également,

F = {(a,�3a)| a 2 R}.

Le but est de montrer que

Im( f ) = F.

• Montrons que Im( f )⇢ F.

Soit (a,b) 2 . Montrons que (a,b) 2 .

• Ce que l’on sait. Comme (a,b) 2 , on sait que

9 2 , (a,b) = . (Info)

• Ce que l’on veut montrer. Pour montrer que (a,b) 2 , il s’agit de montrer que

b = .

En utilisant l’expression de l’application f et (Info), on obtient que

(
a =

b =

Et donc

b =

Donc (a,b) 2 .

Donc ⇢ .

• Montrons que F ⇢ Im( f ).

Soit (a,b) 2 . Montrons que (a,b) 2 .

• Ce que l’on sait. Comme (a,b) 2 , on sait que

b = . (Info)

• Ce que l’on veut montrer. Pour montrer que (a,b) 2 , il s’agit de montrer que

9 2 , (a,b) = .

Posons x = et y = . Alors

f (x,y) =

Donc (a,b) 2 .

Donc ⇢ .
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