
Mathématiques - Séance du 27 septembre

Feuille d’exercices n°3

Utilisation du symbole

Exercice 1. Écrire sous une forme plus compacte les calculs suivants :

1. n+ (n+ 1) + (n+ 2) + . . .+ 2n

2.
1

3
+

1

4
+ . . .+

1

1000

3. 1− 2 + 3− . . .− 104

4. (x− a1)
α1 × . . .× (x− an)

αn

Remarque : dans tous les calculs précédents, on suppose que tout le monde voit la même chose dans les
«. . .» Avec le symbole

∑
, on en est sûr·e·s !

Sommes classiques

Exercice 2 (Sommes arithmétiques et géométriques).♢ Soit n un entier. Simplifier les sommes suivantes.

1.
n∑

k=1

(4k − 5)

2.
n−1∑
k=2

k

3.
2n∑
k=n

k

4.
n∑

k=0

4
5k

5.
n∑

k=0

(3−k + 2)

6.
n∑

k=3

5k−3

7.
n∑

k=2

22k−3

Manipulations de sommes et produits, récurrences

Exercice 3 (Un exemple du cours - version express).

1. Pour n ∈ N, simplifier :
1

n
− 1

n+ 1

2. Calculer
n∑

k=1

1

k(k + 1)

Exercice 4 (Des formules avec des sommes et des produits). Soit n ∈ N∗. Calculer ou simplifier les
expressions suivantes :

1.

2.
n∏

k=2

ln(k + 1)

ln(k)

3.
n∏

k=1

ek/n

4.
n∏

k=1

2k2(k + 1)

5.
n∑

k=1

kk!

6.

n∏
k=2

(k − 1)3

n∏
k=2

(k + 1)3
(ici, n ⩾ 2)

Exercice 5 (Somme des entiers successifs - démonstrations).

1. En effectuant le changement d’indice j = n− k, montrer que

2

n∑
k=1

k = n(n+ 1)

2. Une autre preuve : montrer la formule
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
par récurrence

Exercice 6 (somme des carrés, somme des cubes).♡ Soit n ∈ N. Montrer par récurrence les relations

1.
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6 2.
n∑

k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

Pour la première relation : est-ce étonnant que n(n+1)(2n+1)
6 soit toujours un entier ?

Exercice 7 (Une identité remarquable généralisée).♢ Montrer que pour tous n ∈ N, a, b ∈ R,

an − bn = (a− b)

n−1∑
k=0

akbn−1−k
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Coefficients binômiaux

Exercice 8 (Avec des coefficients binômiaux). Soit p ∈ N vérifiant p ⩽ n. Montrer :
n∑

k=p

(
k
p

)
=

(
n+1
p+1

)
Exercice 9 (Le binôme, première application). En utilisant la formule du binôme de Newton, développer
(1 + x)4 et (1− x)4

Exercice 10.♢ Soit n ∈ N. En utilisant la formule du binôme de Newton, calculer

1.
n∑

k=0

(
n
k

)
2.

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
3.

n∑
k=0

k
(
n
k

)
4.

∑
0⩽2p⩽n

(
n
2p

)
5.

∑
0⩽2p+1⩽n

(
n

2p+1

)
6.

2n∑
k=1

(
2n
k

)
(−1)k2k−1

Exercice 11 (Interprétation combinatoire). En utilisant la définition des coefficients binômiaux, inter-
préter la formule 1 de l’exercice précédent.

Exercice 12 (Le binôme généralisé).♠
1. Quel est le coefficient devant a2b4c dans (a+ b+ c)7 ?
2. Soient n,m ∈ N et x1, . . . , xm des réels. Montrer

(x1 + . . .+ xm)n =
∑

(n1,...,nm)∈Nm

n1+...+nm=n

n!

n1! . . . nm!
xn1
1 . . . xnm

m

Sommes doubles

Exercice 13 (Plein d’exemples). Calculer

1.
∑

1⩽i,j⩽n

ij

2.
∑

1⩽1⩽j⩽n

i

j

3.
∑

1⩽j,k⩽n

2j−k

4.
∑

1⩽k⩽j⩽n

(j − 2k)

5.
∑

1⩽i,j⩽n

min(i, j)

6.
∑

1⩽ij⩽n

|i− j|

Exercice 14 (Une astuce fréquente !).♢

1. Soit n ∈ N. Justifier l’égalité
n∑

k=1

k2k =

n∑
k=1

k∑
j=1

2k

2. Calculer
n∑

k=1

k2k

Exercice 15. Montrer que pour tout n ∈ N,

n∑
k=1

k! ⩽ (n+ 1)!


