Mathématiques - Semaine du 1 au 4 octobre ECG1

CHAPITRE 4 : UENSEMBLE R Analyse 1

I. INTERVALLES

Définition 1. On appelle intervalle réel toute partie de R de I'un des types suivants (avec a < b) :

e [a,bl={xeR|a<sx<b} ¢ la,+oo[={xeR|a<x} * R

e la,b[={xeR|a<x<b} ¢ [a,+o[={xeR|a<x} o« U

e [a,b[={xeR|a<x<b} e |—oo,b[={xeR| x< b} e {a}=a,al
* Ja,bl={xeR|a<x<b} o] ]:{x€R|xsb}

Les intervalles [a, b], [a,+oo[, ] — oo, b], R, &, {a} sont dits fermés.
Les intervalles ]a, b|, 1a, +oo[, ] — oo, b[, R, & sont dits ouverts.

Remarque. Contrairement aux portes, les intervalles ne sont pas « soit fermés soit ouverts » (ex : [-1;3[, R, @)

Dessins :

e [0;1] * ]—-00;3[ * [1;2] U [4;+oo[

Exemples. Notations:
¢ Onnote R" 'ensemble [0; +oo[, et R~ I’ensemble | — 0o; 0]

* On note R* 'ensemble R\{0} (qui n’est pas un intervalle) et de méme R** et R™*

Remarque (Une caractérisation uniforme). I est un intervalle si et seulement si :
Y(a,b) eI [a;b) c I

Dessin :

Intuitivement : I est un intervalle si il nW'a pas de « trous »

II. PROPRIETE DE LA BORNE SUPERIEURE

1. Différentes bornes a différencier

Dans ce qui suit, & est une partie de R

a. Majorants, minorants

* Ondit que M est un majorantde «f si: Vxe o, x< M

* On dit que m est un minorantde &/ si: Vxe o/, m<x
Définition 2. * Ondit que «/ est majoréesi: IMeR,Vxe o/, x<M

¢ Ondit que o/ est minoréesi: ImeR,Vxe o/, m<x

* Ondit que «/ est bornée si elle est majorée et minorée

Remarque. Un majorant est donc un élément « plus grand que tout le monde »dans <. Remarque : il est supposé
appartenir a R (quantificateur!) et pas a o« nécessairement. Un majorant n'est pas unique!

Lycée Joffre Année 2023-2024



Mathématiques - Semaine du 1 au 4 octobre ECG1

* [0;1[ est bornée car 0 est un minorant, 1 ou 1748 sont des majorants

Exemples. * ] —o00;4] est majorée par 4, ou par 37, mais pas minorée

¢ Z n’est ni majorée ni minorée

Exercice. Ecrire la négation de « M majore «f », de « «f est majorée », de « « est bornée »avec des quantificateurs

b. Minimum, maximum

Définition 3.
¢ Onditque Mestlemaximumde &/ si: Me/ etVxe o, x<M

¢ On dit que m estle minimumde & si: me o/ etVxe o/, m<x
Remarque. * Ici, M et m sont supposés appartenir a of et pas a R

¢ Pour dire «le »maximum, il faut d’abord prouver que s’il existe, il est nécessairement unique

Méthode : démontrer que quelque chose est unique.
On prend deux éléments vérifiant la propriété (ici, deux maximums de <¢) et on montre qu’ils sont égaux

Propriété 4. Dans N, toute partie non vide admet un minimum. Toute partie majorée de N admet un maximum.
Toute partie bornée de Z admet un minimum et un maximum.

Démonstration. A partir des axiomes de N, donc hors programme.

c. Bornes inférieures, supérieures

Exemple. Prenons «f = [0;1]. «/ est majorée et n’a pas de maximum (cf. exemples précédents). En particulier 1 n’est
pas le maximum de &/, puisque 1 ¢ «/. On aimerait quand méme dire qu’il a un réle particulier ...

Définition 5.
¢ On dit que «f admet une borne supérieure si o/ est majorée et que I’ensemble de ses éléments admet
un minimum. On note alors sup(«/) ce plus petit majorant

¢ On dit que «f admet une borne inférieure si </ est minorée et que I'ensemble de ses éléments admet
un maximum. On note alors inf(</) ce plus grand minorant

Propriété 6 (Caractérisation de la borne supérieure).

Vaeod,asM

M:SUP(M)(D{ Vy<M,Jacs,y<asM

Démonstration. La premieére propriété traduit que M est un majorant de o/ . La deuxiéme traduit que M est le plus
petit des majorants, c’est-a-dire que tout nombre inférieur strictement a M n’est pas un majorant.

Remarque. Souvent, on choisira y de la forme M — ¢, avec € > 0 moralement petit

Exercice. En prenant g, = %, montrer que si &/ admet une borne supérieure,

A(a,) € dN,an sup(<f)

n—+oo

2. Théoreme

Théoréme 7 (Théoréeme de la borne supérieure - Admis). Toute partie majorée non vide de R admet une
borne supérieure.

Remarque. Ce théoreme est une propriété tres particuliére de R : c’est par exemple completement faux dans Q (avec
une borne supérieure appartenant a Q)

Exemple. Lensemble o« = {x € R|x? < 2} est non vide (pourquoi?) et majoré (pourquoi?) donc il admet une borne
supérieure. Qu’a-t-on ainsi défini?
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3. Conséquences

a. Propriété d’Archimede

Propriété 8.
Y(a,b) € (R*™)? IneN,na>b

Démonstration. Dans la feuille d’exercices.

b. Partie entiere

Définition 9. On appelle partie entiere d'un nombre x -—
l'unique élément ny € Z vérifiant: ny < x <ny+1

On note n, = [ x] —
@

Remarque. 11 faut d’abord montrer que cet élément

unique existe! LT &=

Démonstration. 1

Unicité : Par I'absurde, supposer n; < ny 1 !

Existence : En posant « = {neN,n < x}

Remarque. Avec la partie entiere, on peut aussi définir les développements décimaux (troncatures) d'un réel x
comme étant la suite (107" 10" x]) s;en

c. Propriétés de limites, de fonctions

Beaucoup des propriétés que nous verrons sur les fonctions réelles utilisent, quelque part, cette propriété de la borne
supérieure! (dans les futurs chapitres d’analyse : théorémes de convergence monotone, des valeurs intermédiaires,
théoréeme des accroissements finis en particulier)

ITI. DISTANCE DANS R

1. Valeur absolue
a. Définition

Définition 10. On définit la valeur absolue de x par:

X six=0
[x] = .
-x six<0

Exemples.

4-x six<4
x—4 sinon

* |3,57|=3,57

. ‘v’xER,|4—x|:{
e VxeR,|—1-x%=1+x?

Exercice. Tracer le graphe de la fonction x — [2x — 1| sur [0; 2]
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b. Propriétés

Propriété 11.

e VxeR,|x|=0et|—x|=]|x| * VaeR},VxeR,|x|<ae xe[-a,al

e Vx€eR,|x| =max(x,—x) e VaeR},VxeR,|x|zaex=ao0u—-x=a
(etdonc |x| = x, |x| = —x) e VaeR: VxeR x=|alox=aetx=—a

o VxeR,[x®=x%et|x|=Vx2 e V(x,y) €R%, |xyl=|xllyl

Démonstration. Partielle, le reste en TD. Valeur absolue = penser disjonction de cas!

2. Inégalité triangulaire

Propriété 12 (Inégalité triangulaire).

1. Pour tous réels x, y,
lx+yl<lx|+|yl

2. Généralisation :
VkeN,Vxy,...,xp €R, X1 +...+ Xxp| < x| +...+ | xg]

Démonstration. 1. En élevant au carré

2. Par récurrence (dans le TD)

Exemple. Majorer :

n
cos(k)
kz—: 2k

Propriété 13. Pour tous réels x, y,
lx—=yl=Ilx|=1yll

Démonstration. En montrant |x — y| = |x| —|y| et |x — y| = |y| — x| (cf. propriété 12)

3. Distance entre deux réels

Exercice. Donner un encadrement de x nécessaire et suffisant pour avoir |x —9| < 3

Définition 14. Soient x, y deux réels. La distance de x a y est définie par d(x,y) = |x - y|

[x] la— Dbl
0 b a
[ x| la— Dbl
X 0 b a

Exercice. Résoudre les inéquations :

1. [4x-7|<2 2. 2x+11=3
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