Feuilles d’exercices n°5 I

Rappel : le projet c’est : environ 1h pour des corrections d’exos en majorité faites par vous, sur des exos que la
majorité a cherché a I'avance ou au moins regardé en diagonale pour savoir «de quoi ¢a parle», puis environ 1h
pour chercher d’autres exos avec les voisin-es. Ce n’est pas «la prof corrige au tableau des exos qu’on a jamais vus
pendant 2h» ni «2h pour chercher 2 exos par semaine et lire les corrigés de tout le reste plus tard». Ca nécessite
que vous organisiez votre temps pour chercher et lire les exos le jeudi au plus tard, et que vous vous décidiez a
présenter des exercices, y compris incomplets ou partiellement faux.

Exercice 1. Dans chaque cas, déterminer les variations de la suite (#,) dont on donne le terme général.

1.

U, = n?

On posera n un entier arbitraire pour toutes les questions de I'exercice. 1,41 -ty = (n+1)>—n> =2n+1=0
donc (u;,) est croissante.

. Up,=5x0,2"+3

Ups1 —Up =5x0,2"1 43-5%x0,2"-3=5x0,2"x(0,2—1) = -4 x 0,2" <0 donc (u,,) est décroissante.

3n
U, =
"+l s )
. . s L Upt1 _ 3(n+D)x(n+l) _ (n+1)° _ nc+2n+l 2
(uy) estune suite strictement positive (pour n = 1) et: T T a3kt T D = leen Orn“+2n+1=

n% +2n donc “1:l > 1 et (1) est croissante.
n
2n+1

3n+4 »
De méme (u,) est positive et

Up

Unt1 _ 2n+3)Bn+4) _6n’+17n+12
up  Bn+7)@2n+1)  6n2+17n+7

Ainsi (u;) est croissante.

3 .
. un=7—n+1 un+1—u,1:7,%+1—%—1:%(%—l)sodonc(un) est décroissante.
n
un—z—n

Pourn=1,u, >0et:
Upe1 n+1 2" n+1

= X = —
u, 2"l n 2n
Sin=1,alors n+1=n+netu,:1 < uy, ce qui permet d’affirmer que (u,) est décroissante a partirde n =1
Puisque up =0et u; = %, la suite est croissante au premier rang.

Exercice 3 (Deux suites). On considere les suites (ay) nen €t (by) nen définies par :

1.

1
ap+1 = 70n

=1,byp=0cet VneN,
ag 0 et Vn {bn+1=Zan+bn

Exprimer a,, en fonction de n.
. » P 4 . n
(ay) est une suite géométrique et on peut donc écrire: VneN, a, = ag x (%) =

el

n-1
Calculer alors pour tout n € N*, Y (bgs1 — by).
k=0
D’apres I'énoncé, pour tout k €N, by1 — by = }Tak = 41<1T- Ainsi, pour n>0:

= 1l 1= 1 1\
b —b = — — = — —_=—1-|-
kgb( b 412)(4) . 1-1 3( (4))

En déduire I’expression de b;, en fonction de n.
n—1

Dans la question précédente, on a calculé ) (by4+1 — by). Or, par télescopage, cette somme est égale a
k=0

b, — by = by,. Ainsi :

VneN*, b, =1(1- )

et cette expression reste valable pour n =0



Exercice 4 (Vrai/faux (justifier)). Icil'objectif est de réviser ces suites de référence.

1. La somme de deux suites arithmétiques est arithmétique.
Vrai. En introduisant les bonnes variables, (1 + nry) + (vo + nr2) = (ug + vo) + n(ry + r2) géométrique de
raison ry +ry

2. Le produit de deux suites arithmétiques est arithmétique.
Faux. Par exemple u,, = n et v, = n donne u,v, = n? et UpVp — U1 =3 # U1 v; — Ugvp = 1 (accroissements
non constants)

3. Lasomme de deux suites géométriques est géométrique.
Faux. Idem pour u, =2"etv,=1"=1. up+ v, =2"+1et voup/uyvy =5/3 # uy v/ ugvy =3/2

4. Le produit de deux suites géométriques est géométrique.
Vrai. En introduisant les bonnes variables, ug gy x voq) = (ugvo) x (q142)" géométrique de raison g, q»

5. Si (u,) est géométrique de raison g, alors (—u;,) est géométrique de raison —q.
Faux. (—u,) est géométrique, mais toujours de raison q.

Exercice 5. Soit (1,) une suite géométrique de raison 7 vérifiant u;99 = 540. Déterminer u4g

1100 = 10 x 7%° donc uyg = %.

Exercice 8. On considere les suites (i) et (v,;) définies par up = v9 =1 et pour tout n € N :

Up+1 =3uy,+2v,
Up+l = Un+2Uyp

1. Montrer que (v,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Pour tout neN:

Up+2 = Upt+1 +2Un41
=3u, +2v,+2u,+4v,
=5(u, +2v,)—4v,

=5Vp+1—4Un

(v;,) est donc bien récurrente linéaire.

2. Déterminer v, en fonction de n puis uy,.
D’apres le théoréme du cours : puisque les racines de x*> —5x + 4 sont 4 et 1, il existe deux réels A, u tels
que:
VneN,v,=24"+pu

(avec 1" = 1) Avec les deux premieres valeurs de v, ontrouve: vo=A+u=1etv; =41+pu=3doliu= %
etl= % Finalement :

2 a1
VneN,v,=—-x4"+—
3 3

On cherche maintenant une expression de u,. En utilisant la formule de récurrence de (v,) :

2 1 4 2 4 1
VREN, Uy =Upey —20p= - x4 4 = - 2 x4 -2 =~ xq"— =
nT onilmeln T g 3 3 33 3

Exercice 11 (Limites de suites). Calculer, si elles existent, les limites des suites ci-dessous.

Remarque : cet exercice recoupe 'essentiel des méthodes du cours : factoriser par les termes prépondérants
pour lever les indéterminations ou faire apparaitre des croissances comparées classiques, utiliser la quantité
conjuguée, majorer/minorer/encadrer et utiliser le théoréme des gendarmes. A part la question 6 et cette limite
du In, le reste est a savoir faire (sans y passer des heures!)

2n-5
1. u,=
3n+1 . ,
. . . . 2n(l-52) o 1-5. 2
On introduit n pour toutes les questions suivantes. u;, = 3nlsl) 3 X713
3n 3n

2. up=2n-e"
— o -n ; -n ; 4 ’
up=e"2ne " —1).Ici2ne”" tend vers 0 par croissance comparée donc 'ensemble tend vers —oco



3. up,=(-5"+3n
U, = (=5)" (1 + 3%) Or, pour n pair ou impair (_—g’),l tend vers 0 par croissance comparée et donc 1 +
# tend vers 1 et est donc a partir d'un moment plus grand que % (par exemple). On aura alors pour n

impair u, < —% et pour n pair u;, = % et donc par comparaison les suites (u2,) et (t2,+1) ont des limites
différentes : (u,,) n’a pas de limite.
Remarque : celle-ci est simple a intuiter et plus difficile a rédiger!
a™-b"
4. unszU0$a<b.
pr(P"-1)  (P"-1

Uy = = Orpuisque b>a=0, £ <1et(4)" — 0 (suites géométriques). Ainsi, u, — —1
T @y (rer o P b ) ( 8 ques) !
5 1
U= ———
" Vntl-vn
Méthode «quantité conjuguée».
_ vn+l+yn _ Vn+l+yn _
Un = (eTevmnive = arlon = VI L1+ V= 400

6. up=(1+21)n

Question surtout la pour illustrer la «forme indéterminée» 1°°. On peut étre tenté-e de répondre 1, et c’est
faux! Certain-es savent que la réponse est e, je n’ai pas trouvé de jolie animation vidéo pour raconter en
quoi ceci est naturel quand on essaie de faire de facon «incrémentale» une fonction qui vérifie f'(x) = x
(ce qu'on appelle la méthode d’Euler), venez me demander si ¢a vous intéresse.
Analytiquement, on peut écrire :

(145

n

En posant x = %, la quantité a I'intérieur de I’exponentielle est de la forme qui tend vers 1 quand x
tend vers 0 : on verra ¢a et on s’habituera a passer toutes ces puissances sous forme «exponentielle» dans
le futur!

n
—_ e
7. un—ﬁ
e

. 2 o 2 c 12 2 . n N .
C’est une forme indéterminée. Une idée est d’écrire : u, = (£)" ot cette fois £ tend vers 0 et n vers +oo :
ici, ce n'est pas la forme 1*° mais 0°°, qui tend vers 0. On peut s’en convaincre en écrivant par exemple que
. 2 n o1 . 2 N
pour n = 6, u, est majorée par (%) car e < 3. On utilise ensuite le théoréme des gendarmes.

n 1
=exp(nln(1+ E))

In(14+x)
X

n
8. Sp=Y Vk
k=1
n
Une majoration trés grossiére: S, = 3. V1=ndonc S, — +oo
k=1
n o n
9. S, = —_
" kZ::1 n2+k

Fait en classe en écrivant 1 < k < n et en encadrant S, : le théoréme des gendarmes donnait S, — 1

n

1
Exercice 12 (Irrationnalité de e). Soient les suites (u,) et (v,) définies respectivement par u, = ). a etv, =
k=0 K!

1
Up + — pour tout n€ N*.
n!

1. Fait en classe.

2. Donner une approximation a 103 pres de leur limite.
Avec une calcuratrice ou Python, on calcule les premiers termes jusqu’a ce que 'écart entre les deux soit
inférieur a2 1073 et on trouve que la limite est proche de 2,718, c’est-a-dire proche de e, d’oi1 la conjecture
admise ensuite.

3. On admet que cette limite est e. Montrer que e n’est pas un nombre rationnel.
Par I'absurde, supposons qu'’il existe p, g deux entiers tels que e = s. Alors, au rang g, les deux suites étant
strictement monotones :
Ug < P Vp
q

c’est-a-dire :

91 p J1 1
—<=< —+—



En multipliant par g! on obtient :
q

q! Z q!
> o <plg-DI< )] FH
k=0 ™+ k=0 ™*

c’est-a-dire que 'entier p(gq — 1)! est strictement compris entre deux entiers successifs (pour tout k < ¢, %,!
est un entier), ce qui est une contradiction. Ainsi, e est irrationnel. .
Remarque : en un sens pas évident a formaliser, la plupart des nombres sont irrationnels. En revanche, prou-
ver qu'un nombre en particulier est irrationnel nest pas évident, on l'a fait pour v/2 et d’autres racines se-
raient irrationnelles sans beaucoup d’effort supplémentaire, on l'a maintenant fait pour e, et a part ¢a, on
ne sait pas vraiment faire...

Indication : Raisonner par I'absurde, encadrer e par u, et v, pour un certain n fixé et multiplier les inégalités
par n!

Exercice 14. On considere la suite numérique (u,) ey définie par les relations suivantes :

up=1
VneN, up1 =2up+n-1

1. Montrer que pour tout n € N*, u,, = n. En déduire la limite de (u,,).
Puisque (u,) est définie par récurrence, on va devoir faire une récurrence. Pour u; = 2up+0-1=1, la
propriété est initialisée. Pour un n quelconque vérifiant I'inégalité,

Up+1 =2Up+n—-1=2n+n-1=3n-1

et3n—1=n+1ssi2n=2ssi n=1.Lapropriété est donc héréditaire.
On peut donc par comparaison affirmer : u;, — +oo

2. Etudier la monotonie de la suite (i) yens -
Soitn=1.
Upi1—Up=Up+Nn—1=22n—-1=20
Ainsi, (u;) est croissante.
3. On considere la suite (v,) ey définie par: VneN, v, = n+ u,.
(a) Quelle est la nature de la suite (v,)?
«nature est un terme flou qui pourrait vouloir dire «convergente ou divergente», mais ici : v,4] =
Ups1+n+1=2u,+2n=2v,.Ce quiest attendu est : (v,) est une suite géométrique (de raison 2)
(b) En déduire 'expression de u,, en fonction de n.
Ainsi, pour tout n €N, v, = vg2"" =2" etdonc u, =2"-n

Up1—1 up—1 n
4. (a) Montrer que pourtoutneN: ———— =

= 4+ —
on on-1 on
PourneN,
Upy1—1 2up+n-2 2up-2 n _up—-1 n
o onon on an-l 'om
d’ou I'égalité demandée.
n-1
(b) En déduire, pour tout n € N*, la valeur de la somme ) zﬁk
k=0

On en déduit :

ke lupg -1 up-1
Yo=Y kLT~ K Qapreésla question a
=02k = 2k 261

_Mnol -l par télescopage

T oon-1 N 2-1

_2"-n-1

T on-1

2"—n-1
2n—1

—0 d’apres la question 3b



&

Exercice 15. Soit a et b des réels vérifiant 0 < a < b. On définit deux suites (u,,) et (v,) par:
up=a, vo=>b, etVneN, uyy; = ——— et vy =

1. Montrer que pour tout n €N, u, et v, sont bien définis, strictement positifs et vérifient :
O0Sv,—Up< (%)"(b—a)
Par récurrence, montrons toutes ces propriétés.
Initialisation : ug, vp sont bien définis et strictement positifs par hypothése, vérifient vo—uy=b—-a=0et
2% (b—a) =b—- a= vg— uy. Linitialisation est bien vérifiée.
Hérédité : soit n un entier vérifiant ces propriétés.
Puisque u, >0et v, >0, u,v, et u, + v, sont strictement positifs. Cela garantit que 1, est bien défini.
Par ailleurs, v,+ est clairement défini et les deux sont strictement positifs (régles de signes).
Regardons maintenant :

Un+Up  2UpUn  (Un+Up)? —4Upvy WS+ V5 —2Upv,  (Up — up)?
2 Up+ Uy 2(un +vy) 2(un +vy) 2(un+vy)

Un+l —Up+1 =

Puisque (v, — uy,)? est un carré et que uy, + v, >0, on déduit vy,41 — Uy = 0. Intéressons nous maintenant
ala deuxieme partie de I'inégalité :

Up—Up
Unl —Upt1 = ————— X (Up — Up)
2(up+vy)
Un—Un 1\" N .
< — x| =| (b—a)carv,—u,=0+hypothese de réc.
2(uy +vy) 2
n
SEX(E) (b—a)car v, —u, < v, + Uy
1 n+1
<|- b-a
5] @-a

etla récurrence est établie.
2. Etudier la monotonie de (u,,) et (v,,).
Puisque (u,) et (v,) sont strictement positives, on a le choix de la méthode. On peut par exemple regarder :
Unt1 _ 2Up
Un Up+ Uy

“n:l > ] et (uy) est croissante.
n

Puisque u,, < vy, 2v, = u, + v, donc

De plus, vpy1— Uy = ”"“’572”” = 1= < 0 donc (vy,) est décroissante.

3. En déduire que (u,) et (v,;) convergent vers la méme limite ¢.
D’apres la question 1, 0 < v, — u, < (3)" (b @). Puisque 1 < 1, (1)" tend vers 0 et par théoreme des
gendarmes v, — u, tend vers 0. On peut donc appliquer le théoréeme des suites adjacentes pour dire que
(u,) et (v,,) sont des suites convergentes de méme limite £.

4. En étudiant la suite (©,v,), déterminer la valeur de 4.
Pour tout n € N, Up41Vp+1 = Uy Vp & (UyVy) est constante égale a uyvy = ab. Ainsi, u,v, = ab — 0% et par

unicité de la limite ¢? = ab. Puisque ¢ = 0 (conservation des inégalités larges) on déduit : | £ = V'ab|. Cest
donc une méthode pour approximer des racines : on peut prendre a = 1,b = 2 et trouver des encadrements
successifs de /2

Exercice 16. Soit </ un ensemble de R admettant une borne supérieure M. Montrer qu’il existe une suite d’élé-
ments de o/ ayant M comme limite, c’est-a-dire :

(ay) € LN, a, — M

Puisque M = sup(A), pourtoutn=1, M — % n’'est pas un majorantde A:3da, € o, M—% < ap < M. Par théoreme
des gendarmes, on a donc a,, — M.

C'est-a-dire que si contrairement au maximum la borne sup n'est pas nécessairement incluse dans A, on peut tout
de méme trouver une suite d'éléments qui s'en approchent.



Exercice 17 (Cas f décroissante). Soit f : R — R une fonction décroissante et (1) une suite vérifiant :
VnelN, Up+1 = f(un)

1. Montrer que f o f est croissante
Savoir refaire : soient x, y € R tels que x < y. Par décroissance de f, f(x) = f(y). Par décroissance de f a
nouveau, f(f(x)) < f(f(y) c'est-a-dire (f o f)(x) < (fo f)(y): f est croissante.

2. Montrer que (uz;) et (42;+1) sont monotones
Pour tout n € N, Up(+1) = Uzn+2 = f(Uan+1) = (f o f)(Uzy,). Ainsi, (uz,) est récurrente avec f o f croissante :
d’apres le cours, (u2,) est monotone. Il en va de méme pour (u2,+1) avec le méme raisonnement.

3. Ont-elles parfois/jamais/toujours le méme sens de variation ?
Jamais! (sauf si les deux sont constantes)
Si Uz, < Up(n+2) alors en appliqant f décroissante on obtient Uy, 41 < Up(+1)+1 €t inversement.

4. Petits exemples : étudierlescas f:x— —2xet f: x— —x

Exercice 18 (Sous-suites). Soit (i) € RN une suite bornée. On pose pour n € N : x, = sup{uylp = nt et y, =
inf{up|p = n}

1. Montrer que ces deux suites (x,) et (y,) sont bien définies.
Pour ce faire, on justifie que {uy|p = n} est non vide et borné. Cet ensemble aura ensuite une borne supé-
rieure et une borne inférieure.

2. Montrer que (x,) est décroissante et (y,) croissante
Pour tout n €N, {up|p = n+1} < {up|p = n}. Laborne supérieure d'un ensemble «plus petit» sera donc plus
petite et la borne inférieure d'un ensemble «plus petit» sera plus grande.

3. Montrer que (x,) et (y,) convergent respectivement vers des valeurs a, § avec a = f§
Puisque (u,,) est bornée, (x,) et (¥,) le sont par les mémes valeurs, et d’apres la question précédente, les
suites sont monotones, elles convergent donc. De plus, pour tout n € N, x,, = y,, et cette inégalité passe a
la limite.

4. Montrer que si a = f3, alors (u,) converge.
Supposons a = . Posons € > 0. Pour un certain rg, on a alors Xpy € l[@—€;a+é€] et de méme Yo Ela—&;a+
€]. Or pour tout p = ng, Up < Xy, et Uy = yy,, par définition de ces deux suites, d’'oli uy € [a — &;a + €] : (1)
converge.



