
À rendre le 12 décembre

Devoir Maison n°8

Exercice 1 - inspiré d’ESC 2009

1. On considère la fonction h définie sur R par :
h(x) = x4 − 4x+ 1

(a) Donner la dérivée de h sous une forme factorisée
(b) Étudier les variations de h et ses limites
(c) En déduire que l’équation (E) : x4 − 4x+ 1 = 0 admet exactement deux solutions réelles α < β

(d) Justifier : α ∈]0; 1[ et β > 1

(e) Écrire une fonction Python qui prend en argument un nombre réel x et renvoie h(x)

2. On considère la fonction g définie sur [0; 1] par g(x) = x4+1
4 et on définit la suite (un) de premier terme u0 = 0 et la relation

valable pour tout entier n : un+1 = g(un)

(a) Étudier les variations de g (on précisera les valeurs aux bornes)
(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 1

(c) En déduire que la suite converge puis justifier que : un −−−−−→
n→+∞

α

Exercice 2 - polynômes de Tchebychev

On considère la suite (Tn) de polynômes définie par :{
∀x ∈ R, T0(x) = 1, T1(x) = x
∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x)

1. Expliciter T2, T3 et T4.
2. Déterminer le coefficient dominant et le degré de Tn.
3. Montrer : ∀n ∈ N, ∀x ∈ R, cos(nx) = Tn(cosx).
4. En déduire que Tn a n racines distinctes, toutes dans ]− 1, 1[.
5. Factoriser Tn.
6. Montrer par récurrence :

∀n ∈ N,∀x ∈ R, (1− x2)T (2)
n (x)− xT ′

n(x) + n2Tn(x) = 0


