
À rendre le 19 décembre

Devoir Maison n°9
On s’intéresse, pour a ∈ R∗

+ et n ∈ N, à l’équation d’inconnue réelle x suivante :

(En) :

2n∑
k=0

1

x+ k
= a

On introduit ainsi la fonction fn : x 7→
2n∑
k=0

1
x+k − a = 1

x + 1
x+1 + 1

x+2 + . . .+ 1
x+2n − a

1. Un cas particulier On prend ici n = 1 et a = 11
6 .

(a) Donner le domaine de définition de f1, sa dérivée et ses variations.
(b) Tracer l’allure du graphe de f1.
(c) Montrer que résoudre l’équation (E1) revient à trouver les racines du polynôme 11x3 + 15x2 − 14X − 12.
(d) Calculer f1(1), et résoudre l’équation (E1)

2. Dénombrement des solutions de (En)

(a) Dresser le tableau de variations de fn (attention à son domaine de définition!).
(b) En déduire le nombre de solutions à l’équation (En)

3. Étude d’une suite On note xn la plus grande racine de (En)

(a) Justifier que pour tout entier n, xn > 0

(b) Montrer pour tout réel y > 1 :
1

y
< ln(

y

y − 1
) <

1

y − 1

(c) En sommant cet encadrement pour certaines valeurs bien choisies de y, en déduire que pour tout réel x > 0, fn(x) −
1
x + a < ln

(
1 + 2n

x

)
< fn(x)− 1

x+2n + a.

(d) En déduire que, pour tout entier n, a− 1
xn

< ln
(
1 + 2n

xn

)
< a− 1

xn+2n ·

(e) Montrer que pour tout entier n, xn > 2n
ea−1

(f) Quelles sont les limites de xn et de ln
(
1 + 2n

xn

)
quand n → +∞?

(g) En déduire la limite de xn

n quand n → +∞


