A rendre le 12 décembre

Devoir Maison n°8

EXERCICE 1 - INSPIRE D’ESC 2009

1. On considere la fonction h définie sur R par :
h(z) =2* — 4z +1

(a) Donner la dérivée de h sous une forme factorisée
h est dérivable sur R (car polynomiale) et pour tout x € R, h/(z) = 4a® —4=4(2® — 1) =4(z — 1)(a* + = + 1)
(b) Etudier les variations de h et ses limites
D’apres la question précédente, h est dérivable et de plus, pour tout z € R, 22 4+ x + 1 > 0 ( via discriminant) donc
W(x) >0 <= x > 1,doule tableau de variations :

h'(x) - 0 +

+00 +oo
h(z) \ , /

(c) En déduire que léquation (E) : 2* — 4z + 1 = 0 admet exactement deux solutions réelles o < /3
Sur Pintervalle | — 00; 1], h est continue et strictement décroissante, h(x) ——— +o0 et h(1) < 0 donc dapres le
r—r—00

théoréme des valeurs intermédiaires, 0 admet exactement un antécédent o €] — 00; 1[. De méme 0 admet un antécédent
B €]1; +oo]

(d) Justifier: @ €]0;1[et 5 > 1
a < letf > 1 ontdéaétéjustifiés 2 la question précédente. Montrons donc simplement que ov > 0 en vérifiant
h(0) > 0.Eneffet, h(0) = 0* =4 x 0+ 1 = 1 > 1. Le TVIsapplique donc sur I'intervalle ]0; 1[ et permet de conclure
a €]0;1]

(e) Ecrire une fonction Python qui prend en argument un nombre réel et renvoie h(z)

def h(x):
return x**x4 - 4xx + 1

4
2. On considére la fonction g définie sur [0; 1] par g(z) = £ et on définit la suite (u,,) de premier terme ug = 0 et la relation
valable pour tout entier 1 : Up 11 = g(uy,)
(a) Etudier les variations de g (on précisera les valeurs aux bornes)

g estdérivable sur [0; 1] avec pour toutz € [0; 1], ¢'(x) = % = 2 > 0. Ainsi, g est croissante sur [0; 1] avec g(0) = §
etg(l) = 3

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 1 :
0 < Un, < Un+1 < 1

Initialisation évidente. Pour 'hérédité, simplement appliquer le fait que ¢ est croissante sur [0; 1].
(c) En déduire que la suite converge puis justifier que : y, —+> «@
n—r+00
Ainsi, (u,, ) est croissante et majorée par 1. D’apres le théoréme de la limite monotone, (u,,) converge vers une limite £ et

en passant 4 la limite dans I'inégalité précédente : 0 < ¢ < 1.
Par ailleurs, puisque g est continue, on a 2 la limite g(¢) = £ donc 64%1 =/lie (' +1=4lie h(f) = 0. Ainsi,/ = «

ou ¢ = f3 etlaseule solution dans [0; 1] est

EXERCICE 2 - POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

On considere la suite (7},) de polyndmes définie par :

Ve eR, To(z) =1, Ti(z) ==
VneN, Vo € R, Thyo(z) = 20T 41 (z) — T (x)
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1. Expliciter T3, T3 et T}.

Ty(z) = 20T} (z) — To(w) = 202 — 1]
Ty(x) = 20Ty(x) — T (2) = 20(22> — 1) — a] = 4a® — 3|

Ty(x) = 22Ty (x) — To(z) = 2u(42® — 3x) — (22% — 1) =82 — 822 + 1|

2. Déterminer le coefficient dominant et le degré de 7T7,.
Au vu des résultats précédents, on peut faire la conjecture suivante : deg(7},) = net CD(T},) = 2"~ (pourn > 1).
Montrons-le par récurrence double.

(a) Initialisation : pourn = 1,n = 2, le résultat se vérifie aisément.

(b) Hérédité : soitn € N tel que la propriété soit vraie au rang n et au rang 1 + 1. Alors, puisque T}, 2 = 22T, 41 — 1), (),
etque deg(T),) < deg(Ty41),

deg(Ty42) = deg(22) + deg(Ty11) =1+ (n+1)=n+2

Par ailleurs, puisque le seul coefficient de degré n+2 vient du caleul 22 X T}, 1, CD(T42) = 20D (Ty41) = 2X2" =
271 et la récurrence est établie.

3. Montrer:Vn € N, Vx € R, cos(nz) = T}, (cos z).
Par récurrence double.

(a) Pourn =0etx € R, cos(0z) = 1 = Ty(cos(x)) et cos(lz) = cos(x) = Ty (cos(x)).
(b) Soitn € Ntel que cos(nz) = T, (cos(z)) et cos((n + 1)z) = Ty, 41 (cos ). Alors::

cos((n + 2)x) = cos((n+ 1)z + x)
= cos((n + 1)x) cos(z) — sin((n + 1)z) sin(z)

Par ailleurs,

cos(nx) = cos((n + 1)x — x)
= cos((n + 1)x) cos(z) + sin((n + 1)z) sin(x)

ie sin((n + 1)) sin(z) = cos(nz) — cos((n + 1)x) cos(x) Ainsi,

cos((n + 2)x) = cos((n + 1)z) cos(x) — (cos(nz) — cos((n + 1)x) cos(x))
= 2cos((n + 1)x) cos(z) — cos(nz)
= 2cos(z)Ty41(cos(z)) — T}, (cos(x)) par hypothese de récurrence

= Thy2(cosx)

Ainsi, cos((n + 2)z) = Ty42(cos x) et la récurrence est établie.
On pouvait aussi, dans lautre sens, partir de la définition de T, o (cos x) et remonter les calculs.

4. En déduire que T, a n racines distinctes, toutes dans | — 1, 1[.
cos(ne) =0 < Tk € Z,nx = g + km

T k
<~— dkeZ,o=—+—7

2n  n
Or, pourk = 0,...,n— 1les x dela forme précédente ont des cosinus différents (tous les x sont distincts entre o et - + ).
Alors, {cos (£ 4+ %) [k € [|0;n — 1]} est ensemble des racines de 7}, et ces nombres sont tous distincts et 2 valeurs dans
] — 1; 1[ (puisque ce sont des cosinus de nombres qui ne sont pas des multiples de ) : il y a n2 racines distinctes d’un polynéme

de degré n donc ce sont les seules.
5. Factoriser 7T5,.

D’apres la question précédente, T, a m racines distinctes ovg, . . ., oy, et le coeflicient dominant de 77, est 2" donc :

n

T,=2"(x—a)(x—as)...(r —ay) =2" H(Js — ag)
k=1
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6. Montrer par récurrence :

vn e N,V € R, (1 — 22)T? (z) — 2T (x) + n®Tp(z) = 0

Sans récurrence : on note ¢, = T}, o cos et d’apres la question 3, ¢, () = cos(nx). Les deux membres de I'égalité sont des
fonctions deux fois dérivables et on obtient pour tout z € R :

¢, (z) = —sin(x)T) (cos(x)) = —nsin(nz)
puis :

¢! () = sin?(x)T" (cos(x)) — cos(x)T! (cos(x)) = —n? cos(nx)

On obtient donc :
sin?(z)T" (cos(z)) — cos(x)T. (cos(z)) + n*Ty,(cos(z)) = 0

Puisque sin?(x) = 1 — cos?(x), on retrouve quasiment la formule voulue, mais seulement pour les nombres de la forme

)

cos(z). Puisque x cos(z) prend une infinité de valeurs, le polyndome (1 — xQ)T,(L2 — T 4+ n2T,, aune infinité de racines et

est donc nul. Ainsi pour tout réel ,

(1 — 2T (z) — 2T (x) + n*T,(z) = 0




