DEVOIR SURVEILLE N°3 DU 7 JANVIER

Calculatrice interdite. Tous les résultats doivent étre soigneusement justifiés, que l'énoncé le précise ou non. La présentation et la

redaction sont centrales dans | appréciation d’une copie. Le baréme est indicatif et peut étre modifié.

CHECK-LIST AVANT DE RENDRE LA COPIE :

O

O

Copie tenue bras tendu : on voit les changements d’exercices et de questions.
Pour ce faire, sauter une ligne entre les questions, encadrer les noms des exercices.

Copie tenue bras tendu : copie aérée et lisible.
Mettre une marge si il n’y en a pas sur la feuille, sauter des lignes si besoin, soigner la calligraphie (si besoin, écrire plus gros,
sur les lignes, changer de stylo), éviter les longs paragraphes : aller a largument principal.

0O Pages numérotées et rangées dans 'ordre.

Exercices et questions numérotées.

Résultats encadrés.
A la régle, et sans surligneur.

Phrases réponses, noms de théoremes soulignés.

Pas ou peu de ratures.
Si c’est le cas, barrer proprement la question concernée, la séparer du reste du texte par deux lignes horizontales et recom-
mencer proprement. Penser a utiliser un brouillon pour les calculs!

Variables introduites par "soit” (quand c’est nécessaire).
Par exemple, f ou (uy,) sont en général des variables introduites dans I'énoncé alors que x,n ne le sont pas. Les variables
muettes utilisées dans une phrase quantifiée, les variables de sommation, n'ont pas besoin d’étre introduites par "soit”.

Syntaxe et orthographe correctes.
Faire en particulier attention aux mots "mathématiques” (noms de mathématiciens dans les théoremes, termes techniques
comme "asymptote”, "dérivabilité’...)

Modes de raisonnements / étapes indiquées.

"oy

On ne ré-écrit pas l'énoncé, mais on précise "montrons maintenant que (...)", "étudions la limite de (...)" et "raisonnons par
analyse-synthese/l absurde/récurrence/double implication...”




EXERCICE 1 - NOMBRE D’OR (65 PTS)
On appelle nombre d’or et on note ¢ la solution positive de 'équation d’inconnue x : > —z-1=0.

Partie I - suite récurrente (19 pts)
1. Justifier ¢ = /1 + ¢et:1 < ¢ <2
< 1N . ’ . *
2. On considere la suite (u;, ) en+ définie par u; = 1 et pour toutn € N°, uy, 11 = /1 + u,,. Montrer :
Vnzl,1<u,<¢
Montrer que (u,,) est une suite croissante.

Ecrire un programme Python qui demande a l'utilisateur un entier 7 et affiche u,,

Montrer : (u,,) converge vers ¢

I S

Montrer : !
Vn 21, |uper — @| < ﬁwn - ¢|
1
(2\/§)n—1

7. En déduire que pour toutn = 1,
|un_¢|S

On dit que (w,,) a une vitesse de convergence géométrigue.

Partie II - Suite de Fibonacci et fraction continue. (21 pts)

1. On appelle suite de Fibonacci la suite (u,,) vérifiantug = Oetuy = Let: Vn € N, w40 = tppq + .
(a) Donner les 10 premiers termes de la suite classique de Fibonacci.
(b) Ecrire un programme Python qui demande 4 l'utilisateur un entier n et affiche w,.
(c) Donner le terme général de la suite de Fibonacci.
(d) Montrer que ug—: )
2. On se propose maintenant détudier indépendamment la suite ug—: On définit une suite (¢,,) par ¢1 = 1 et pour tout
nEN gp1=1+5-=f(g)oufram 1+

Un+1

(a) Montrer que pour toutn € N, ¢,, = ™

(b) Montrer que ¢ est un point fixe de f
(c) En utilisant 'inégalité des accroissements finis, montrer que la suite (|¢,, — ¢|) est décroissante.

(d) Montrer:
1

2n—1

Vn € N*u |¢n - ¢| =
(¢) En déduire la nature de la suite (¢, ) et justifier Iécriture :

o=1+

1
1+ i

1+...

1+

Partie III - Une suite implicite (24 pts)

Pour toutn € N*, on définit f,, : R* — R par la relation f,(z) = AR L |

. * £ . . L. 4
1. Soitn € N". Etudier les variations de f;, et montrer qu'elle sannule en un seul réel ,, > 1
2. Montrer que la suite (z,,) décroit. On pourra regarder le signe de f,,4+1(xy,)

. . 1
3. Montrer que la suite (,,) converge vers 1 puis que R 1

4. Montrer que h : & + x(x — 1) est une bijection croissante de [ 1; +00[ vers R.. Que dire de e
S

n . * .
. On pose pour toutn > 0:u, = . En exprimant pour toutn € N", h(u,,) en fonction de ,, montrer que (u,,)
converge vers ¢




EXERCICE 2 - PROBAS ET MATRICES DE KAc (CCP 2020 PSI - 30 PTS)

On dispose de deux urnes Uy et Us contenant a elles deux n boules numérotées de 1 4 n. Le nombre de boules initiale-
ment contenues dans 'urne U est une variable aléatoire notée V.

A . . * .. / 7 . .
— A chaque instant entier £ € N, on choisit un des 7 numéros de fagon équiprobable puis on change d’urne la
boule portant ce numéro. Les choix successifs sont supposés indépendants.

* . 7 . 7 N 7
— DPour tout k € N7, on note Ny, la variable aléatoire égale au nombre de boules dans 'urne U apres Iéchange
effectué a 'instant k.

— Exemple : supposons n = 4 et qua l'instant 0, 'urne U; contient les boules numérotées 1, 3, 4 et 'urne U, la
boule 2. Dans ce cas, Ny = 3.

— Sile numéro 3 est choisi a 'instant 1, on déplace la boule 3 et alors IV} prend la valeur 2
— Sile numéro 2 est choisi a 'instant 1, on déplace la boule 2 et alors V7 prend la valeur 4
— Pour tout £ € [|0;n|], on note Ey, ¢ Iévénement (N, = £) et p ¢ = P(E}, ¢)
DPk:0

Pi:1

+1 . . . . . o
— Onnoteenfin Z;, = € R""" la matrice colonne qui contient la loi de la variable aléatoire N},

Piin

1. Pour k € N, que peut-on dire de la famille (Ek,0§ e Ek:,n) ?

2. (a) Pourtoutk € N,etrout j € [|1;n]], déterminer Pp, . (Eg+1,5)
(b) De méme, donner la valeur de P, ., (Ej+1,5) pour tout k € Netpour tout j € [|0;n — 1]].
(c) Quevaut Py, ,(Ejy1 ;) dans les autres cas?

3. Démontrer que pour tout k € N,

1 1
P(Ek+1,0) = 7P(Ek;1) et P(Ejr1,) = 7 P(Egp-1)

4. Pour tout j € [|1;n — 1|], montrer :

n—j+1 + 1
P(Epsr ;) = 22 2P( By jo1) + o P(Ep j11)

5. En déduire pour toutk € N :
1
Zr1 = 5 AnZy,

ot A,, est la matrice :

0 1 0 0 0
n 0 2

0 n—1 0 . - : :

A, =1 0 n—2 " . 0 e M, (R)
: 0 : “~ n—-10
0
0 0 1 0
6. En déduire pour tout k € N :
Zy = ikA’:LZO
n

7. Onse place dansle casn = 2.
(a) Montrer que pour tout k € N, A%kﬂ = 4kA2
(b) Montrer que pour tout k € N*, A%k = 4k_1A§ en donnant écriture de A%
a
(c) Conclure en donnant une écriture de Zj, pour tout k € Nen fonctionde Zp = | b

c
(d) Donner I'espérance de N.




EXERCICE 3 - SOMMES ET BINOMIAUX : UNE FORMULE D’ INVERSION (28 PTS)

1. Compléter le code suivant pour que la fonction binomial (p,q) calcule (7; ) :

def factorielle(n):
Tes = ...........
for k in range(.......... ):
res = ...........
return res
def binomial(p,q):
if oo

2. Plutét que de calculer trois factorielles en commengant a 1, on se propose de stocker les résultats de toutes les factorielles
dans une liste 1f (pour «liste factorielles»). Compléter le code suivant.

def binomial(p,q):

1f = [1]
for k in range(1l,p+1):

1f .append(........ ... ... ..... )
if :

return ...................

3. Montrer que pour p, g, k tels que tout ceci soit bien défini (préciser pour quels p, g, k) :

oNE)- )

P
4. Soientp € N¥ etk € [10;p — 1|]. Calculer ) (_1)(1(2)(;3)
q=k

5. Montrer que si (@) e[ |0;n|] est une famille de réels et que pour tout & € [|0; n|],

o)

Jj=0
alors :

Vp e [[0:nl].a, = (<1)" Z(—l)k(i)bk
k=0

6. Application (si vous avez déja bien avancé le reste du sujet).
Notons S}, ,, le nombre de surjections d’un ensemble a p éléments vers un ensemble a n éléments.

(a) Rappeler le nombre d’applications (pas nécessairement surjectives) d'un ensemble a p éléments vers un ensemble
an éléments
(b) Justifier que le nombre dapplications de [ |1; p|] vers [|1; n|] telles quiexactement k éléments aient des antécé-

n
dents est (k)Spvk

(c) Endéduire:
= (n
np = Z (k)sp7k
k=0

(d) En utilisant la formule de la question 3, donner une expression de .Sy, ,,




