DEVOIR SURVEILLE N°4 DU 7 FEVRIER - CORRIGE

EXERCICE I - ALGEBRE LINEAIRE : QUESTIONS DE COURS ET RESULTATS THEORIQUES

Soient I, F', G des espaces vectorielset f : /' — F, g : F' = G deux applications linéaires.
1. a €Ker(f) &= f(a)=0etb€Im(f) & Tz € E,b= f(z)(1pr)

2. Clest une démo de cours. On sait que f(0g) = Op donc O € ker(f) (1 pt). Soient z,y € Ker(f) et A\, n € R.
Alors, par linéarité de f,

fOz+py) = Af(z) + pf(y) =AXx0+pux0=0
On en déduit: Az + py € ker(f).(1 pt) Ainsi, ker(f) est stable par combinaisons linéaires, donc c’est un sous-espace
vectoriel de F.
3. Idem. Puisque f(0g) = O, Op € im(f) (1 pt). Par ailleurs, pour tous , y € FetA pu € R notonsy = f(z)et
y = f(ZL") avec 7,2 € E.Onaalors :

Xy +py = M (x) + pf(a') = fOa + pa') € im(f)

Ainsi, im( f) est stable par combinaisons linéaires, c’est un sous-espace vectoriel de F'.(1 pt)

4. Raisonnons par double implication.(1 pt)
[= |Supposons g o f = 0.Soity € im(f). Par définition, il existe z € E,y = f(z).(1 pt) Alors, g(y) = g(f(x)) =
(g o f)(z) =0.0Onendéduit: y € ker(g).(1 pt) Ainsi, im(f) C ker(g)

Supposons im(f) C ker(g). Montrons g o f = O,ie.: Vo € E, g(f(x)) = 0.5
f(z) € im(f).(1 pt) On en déduit par hypothese : f(z) € ker(g), cest-a-dire : g(f(x)

montré 'implication réciproque.

oit donc xz € FE. Alors,
) = 0.(1 pt) On a donc

5. Soitz € Feta,b € Rtelsque z = au; + buy. (1 pt) Alors:

(gogog)(z)=g(g(g(x)))
= g9(g(g(aus + buy)))
= g(g(ag(u1) + bg(uz)))
= g(g(au; — buy))
= g(ag(uy) — bg(us))
= g(auy — b(—uy))
= g(auy + buy)
=g(x)

(2 pt) Ainsi, g(g(g(z))) = g(z)doncgogog=g
6. Avec le méme raisonnement : soit z € E. Puisque (eq, €2, €3) est une base de E, il existe a, b, ¢ des réels tels que
x = aey + beg + ces.(1 pt) On déduit :

(fofof)z)=f(f(f(z)))
= f(f(f(aes + bey + ce3)))
= f(f(af(er) +bf(ea) + cf(es)))
= f(f(aey + bes + cey))
= f(af(ez) +bf(es) + cf(e1))
flaes + bey + cey)
af(es) +bf(e1) +cf(e2)

aey + bey + ceg

X

(2pt) Done f(f(f(x))) = @ = idg(x): fo fo f = idg




EXERCICE 2 - ALGEBRE LINEAIRE : MATRICES
Dans la suite, on note A, (R) I'ensemble des matrices antisymétriques de taille n X n. Soit A une matrice fixée de M, (R) et
f:Me (PAM+ MA.
1. En posant M la matrice nulle de taillen X n, "M =0=-0=—-MdoncO € M, (R).(1 pt) Soient Ay, As € A, (R)
et A, 1 € R. Alors,
TOAL+ pdg) = N AL+l Ay = A=A + (= A) = ~(AAL + )

Ainsi, AA; + pAy € A, (R), qui est donc un ensemble stable par combinaisons linéaires qui contient 0 : cest un
sous-espace vectoriel de M., (R).(1 pt)
On peut aussi dire que cest ker (M - M+ M )

2. Soit M € A, (R). Calculons tf(M) : (1 pt)

((CA)M + MA)
= "((A)M)+ "(MA)
='MA+ A'M
=—MA-"AM

= —("AM + MA)

= —f(M)

TF(M)

(2 pt) Ainsi, f(M) est asymétrique.
3. On en déduit que f peut étre définie de A, (R) vers A, (R).(1 pt) Vérifions qu'elle est linéaire : si M7, My € A, (R)
et A\, u €ER,
FOMy + py) = ("A)YAM, + pd) + (AMy + pMp) A
= NAM; + p' AMy + AM A + uMy A
=) (tAMl + MlA) + W (tAMQ + MQA)
= Af(My) + pf(My)

(2 pt) f est bien un endomorphisme de A, (R)

0 0 1 0 10 0 0 1
4. Dans toute la suite, on étudielecasn = 3etA=|0 -1 0 [ OnposeJ=|-1 0 0|,K=|0 0 O|,L=
0 0 O 0 00 0 0

—_

0 0 0
0 0 1
0 -1 0

(a) Si M est une matrice antisymétrique, alors elle est de la forme
0 a b
M=|-a 0 c|=aJ+bK +cL
-b —c 0
(1 pt) Donc (J, K, L) est une famille génératrice de A,,(R).(1 pt) SiaJ + bK + cL = 0, alors on a immédiate-

ment:
a = 0
b = 0
c = 0

(1 pt) Ainsi, (J, K, L) est une famille libre.




F(I) =" AT+ JA:

0 0 0\/0 10 0 1 0\/0 0 1
f(=|0 -1 ol|-1 0 0|+|[-1 0 0f[0 -1 0

1 0 0/\0 0 0 0o 0o0/\0 0 0
00 0\ (0 -1 0

=|1 0 0[+|0 0 -1
010/ \o o o0
0 -1 0

=11 0 -1
01 0

=—J-L

(2 pr)
(c) Ondéduit: f(K) =0et f(L) = —L.(1 pr)
(d) Pour tout M € A, (R), il existe a, b, c tels que M = aJ + bK + cL. Alors, (1 pt)

f(M) = f(aJ + bK + cL)
af(J)+bf(K) +cf(L)
a(-J —L)+bx0—cL
(-=a)J + (—a—-c)L

€ Vect(J, L)

(2 pt) Puisque (J, K, L) est libre, la sous-famille (.J, L) est libre et c’est donc une base de Im( f) (1 pt)

Exercice 3 - EDHEC 2008

Partie I - Sommes de Riemann - une démonstration

Soit f une fonction de classe ¢ sur [0;1].

1. Puisque f € ct ([O 1), f e c([o; 1)1 pt) et par théoréme des bornes(1 pt), il existe un réel M > 0 tel que pour
toutz € [0;1], | f(z)] = M.(1 pt) En utilisant I'inégalité des accroissements finis,(1 pt) on en déduit que pour tout
(z,9):

|f(z) = f(y)] = M|z -y

2. Soitn € N*, k € [|0;n—1| ] ett € [k, %] On vérifie aisément que % ettsontdans [0; 1].(1 pt) Appliquons donc

la propriété précédenteay = ~ et x =t(1pt):

£ = F(Ey) < e - §|

Pourt € [%, %] k= % donc on peut remplacer : |t - —| t - = 1 (1 pt) et on obtient I'inégalité demandée.




. et k. k+lq.
3. Intégrons linégalité précédente sur [ =5 ==1: (1 pt)
k k+1

k+1f@yﬁ——J; f(%)dt

n

J, (o= (5)e

k
HOENI (ﬁ )l dt par inégalité triangulaire intégrale (1 pt)

(1pt)

U soi- 71 (5)) -

+1

n k
< L M (t - ﬁ) dt d’apres la question précédente (1 pt)

2 o
<M [t— _k (t - E)
2 n n
k
k+1)?* &k 1 K
RUC L TR
M
< —=(2pt
2n2( pt)
puisque (k + 1)2 —2%k -k =1
4. Soitn € N, Par relation de Chasles (1 pt),
1 n—1 ,k+
F(t)dt = f F(t)dt
0 =07 %

dour:

U F(t)dt - %if(%)

k
k=0 k=07 7% k=0
n—1 '_k+1
= f(t)dt — —f (ﬁ) par linéarité (1 pt)
k=0~
n—1| ,k+L ’f
< kz . f (t)dt — = f ( ) par inégalité triangulaire (1 pt)
=07 m
n—1
M
< — dapres la question précédente (1 pt)
frrd 2n?
- M 1
=5 Xn X F
M
< %(1 pt)

5. Puisque % — 0 quand n — +09, par théoréme des gendarmes (1 pt),

n—1
%;)f(é) — J f(0)dt




6. def integrale_rectangles(f,n):
s =0
for k in range(n):
s =s + f£(k/n)
return s/n

(3 pt)

Partie II - Une famille d’intégrales

Pour tout couple (p, ¢) dentiers, on pose :

1
I(p,q) = Jo 2P (1 - z)dx

1. Compléter le code suivant pour demander une valeur de p, ¢ A l'utilisateur et calculer une valeur approchée de I(p, q) :

p = int(input("entrez un entier p"))
q = int(input("entrez un entier q"))
def f(x):

return x**p*(1-x)**q
print(integrale_rectangles(f,n))

(3 pt)

2z e P etz o (1 — )% sont deux fonctions de classe C L sur [0; 1].(1 pt) En intégrant par parties(1 pt), on obtient :
1
Ipa) = | 201 = a)'do
0

p+1 1 1 ptl
i (1- x)q} - T (-q)(1 - 2) da
-]

p+1 o p+1

q b 1
=0+ —— | 27 (1 -2)" dx

p+1 0
__ 4 _
_p+1I(p+]~7q 1)
(2py)
3. Posons pour tout ¢ € N la propriéeé : P(q) : Vp € N, I(p,q) = (Ifi‘g)!f(p + ¢,0). Montrons que P(q) est vraie

pour tout ¢ € N par récurrence.(1 pt)

— Initialisation : pour ¢ = 0, pour toutp € N,

p!0!
(p+0)!

I(p,q) = 1(p,0) = I(p+0,0)
La propriété est donc initialisée.(1 pt)
— Hérédité : soit g € N* tel que P(gq) soit vraie. Soit p € N. Alors,
I 1) = 25 100 41, ) dapres la question 2(1
(p,g+1) = S (p + 1, q) d’apres la question 2(1 pt)

_q+1 (p+1)lq!
Tp+1 7 (p+1+¢q)!
_ plg+1)!
T (p+g+1)!

I(p+ 1+ ¢q,0) par hypothese de récurrence(1 pt)

I(p+q+1,0)

7 7 . s 7 . *
et la récurrence est établie. La propriété est donc vraie pour toutg € N™.




4. Pourtousp, q € NQ,

1 Lot 7 1
_ pHq 5 -
I(p +4,0) = Jo T da = |:p+q+1:|0 p+qg+1
(1 pt) Avec la propriété de la question précédente, on conclut :
plq! plqg! 1 plg!
I(p,q) = ——=I1(p+4q,0) = =
(p.0) (p+q)! (b ,0) (p+)p+g+l  (p+q+1)
(1p)
5. def factorielle(k):
res = 1
for i in range(1,k+1):
res = resx*i
return res
def I(p,q):
return factorielle(p)*factorielle(q)/factorielle(p+qg+1)
(4 pt)

Partie III - Application a une suite de variables aléatoires.

Soitm = 2. On considere une suite de variables aléatoires (U, ) ,>1 définies sur le méme ensemble probabilisé (€2, P) telles que
pour toutn = 1, U, suit une loi uniforme sur {0, %, %, ceey "T_l }. On consideére également une suite de variables aléatoires
(X, ) définies sur (2 telles que pour toutn = lettoutk € [|0;n — 1|], laloi de X, sachant U,, = S est la loi bindmiale

B(m, %)

L n = int(input("entrez un entier n"))
x = rd.random()
print (int (n*x) /n)

On pourrait aussi en faire une fonction via :

n = int(input("entrez un entier n"))
def U(n):

x = rd.random()

return int(n*x)/n
print (U(n))




2. Dapres le cours, E(Y') = mp (1 pt) Utilisons dans un second temps le théoréme de transfert(1 pt) :

E(Y(Y - 1)) = i k(k — 1)P(Y = k)
k=0

gk

k(k - 1)(’}?)&(1 —p)" (1 py)
k

0

m(m=-1)y (CZ_‘ S)p’“(l —p)" "(1py)
k=2

m—2

—9\ . N
m(m—l)Z(mj )pj+2(1—p) 2]enposantj=k—2(1pt)

(mj— 2)pj(1 e

j=0
m—2
=m(m — 1)p2 (p+(1- p))m_2 d’apres la formule du bindme de Newton(1 pt)

m(m — l)p2
j=0

=m(m — 1)p2

3. Enreprenant¥énoncé. Pourn = 1, (U,,) suit une loi uniforme sur {0; . . ., 1;11 }. Clest-a-dire : U,, suit une loi uniforme
sur {0}, ou encore : U, est une variable aléatoire certaine égale 2 0(1 p).
Alors, X suit une loi binémiale de parametres m et % = 0: X estaussi la variable aléatoire certaine égale 3 0.(1 pt)
4. (a) Puisque quelle que soit la valeur de U,,, X, est une variable aléatoire suivant une loi binémiale de parametres m
et un certain S, X, (Q) =[|0;m|](1 pr)

(b) Comme l'indiquelénoncé, (U, = % )ke[|0:n—1|] est un systeme complet d’événements, et on peut donc appliquer
dans ce s.c.c. laloi des probabilités totales(1 pt) :

n—1
P(X,, =) = Z]P’(Un % nXx, = i)(lpt)
k=0

n—1 k
=) ]P’(Un = ﬁ> X By, 1 (X, = i)

k=0

n—1 1
= Z = X PUTF% (X, = i) car U, est uniforme(1 pt)

k=0

n—1 i m—i

1 k k k

= Z 7 X (T) (ﬁ) (1 - ﬁ) car X, bindmiale de paramétre n (1pt)

k=0

n—1 7 m—1i

1 k k

= E<T7> kZ (ﬁ) (1 - ﬁ) par linéarité de la somme
=0

(c) Cette somme est l'espérance d’une variable aléatoire bindmiale de paramétres m et . On en déduit :

X O

1=




(2.p0) O,
B(X,) = S iB(X, = )1 p)
n—1 k 7 k m—1i
3 (3 (-4
k=0

m (m k 7 . k m—i ' o d

Z’L i I\ n -0 en inversant les deux sommes(1 pt)
k=04=0
n—1

]
NgE
-
3| =
—
~ 3

Il
S|

— mk
Z mT d’apres le début de la question(1 pt)
k=

(d) On reprend le méme raisonnement. Cette somme est exactement espérance de X (X — 1) ou X suit une loi

binémiale d atres m et £ et vaut done m(m — 1) (£)”.(2 po)
Allnomla € de parame resm e n €t vau oncmi\m " . p
ors,

E(Xn(Xn - 1)) Z(Z - 1)P(Xn = Z)<1 Pt)

™z

1=0

m n—1 i m—i
1 k k
21(2 - 1)5(7;1) Z (ﬁ) (1 - ﬁ) en inversant les sommes (1 pt)

-4 o

I
3| =
™
IngE

T.

—

/\Jﬂ
~ 3

k=0 =0
n—1 2
1 k
k=0
m(m —1) ! 9
= k
S
n k=0
m(m—-1) (n—-1)n(2n—-1)
= X
n3 6

_ m(m—1)(n—-1)(2n - 1)(1 00)

6n2




(e) D’apres la formule de Koenig-Huygens, (1 pt)
V(X,) = B(X,) - E(X,)°

E(X,(X,-1)+E(X,) - E(Xn)2 par linéarité de I'espérance (1 pt)

m(m—1)(n—-1)(2n - 1) N m(n—1) (m(n -1)

2
) apres les questions précédentes (1 pt)

6n2 2n 2n
_2m(m —1)(n—1)(2n - 1) + 6nm(n — 1) = 3m*(n - 1)
12n?
~m(n—=1)(2(m-1)(2n - 1) + 6n - 3m(n — 1))
- 122
_m(n—1)(4mn —4n — 2m + 2 + 6n — 3mn + 3m)
- 12n?
_m(n—1)(mn+2n+m+2)
12n?
~m(n—1)(n+1)(m+2)
- 12n?
_m(m+2)(n® - 1)
- 1202
(2 pt) pour l'ensemble du calcul

5. ()

P(X,, =)

(8-

k) ouf:xm :Ei(l —x)m_i(l pt)

1 1l
-~ ~ 3|~
S~§ —
~ N'S
X ~_ —
S~ 7
>~ 3 °
ML
~
—
3|

D’apres le théoreme des sommes de Riemann (1 pt) (démontré en partie I), cette somme converge quand n — +00

vers
! (t mei o L diltm =@ il(m =)
J'O flx)dx = L z(l-2z)" ‘dr=1I(,m-1)= noiti+ Dl Tl (2pt)
On en déduit :
. il(m =)l {m)  dl(m-49)lm!  ml 1
P(Xn =1) T2 (m +1)! (z) T (m+ D (m =) (m+1) T m+ p(Lp)

(b) On reconnaitdans: Vi € [|0;m]|],P(X =1i) = ﬁ la loi d’une variable aléatoire uniforme sur [ |0; m|](1
pt), et donc X + 1 est uniforme sur [|1;m + 1|] (1 pt). On sait donc :

m+1+1_m+2

E(X+1)= 5 =
(1pt)donc E(X) = ™2 — 1 = B (1py)
C(m+1)? -1
V(X + 1) = T
2
(1pt)donc V(X) = V(X +1) = =1 = mz”{g“—l = 22) (1 py)
Par ailleurs,
~m(n—1)
E(Xp) = —5—
nxm(l— %)
- n X 2

—— = BE(X)(1py)

no+oo 2




m(m +2)(n* - 1)
12n2
m(m +2)n” x (1 - %)

n2x12

mm +2) vy p

V(Xn) =

n—+00 12




