Feuilles d’exercices n°17'

Exercice 10. Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité en 07
Ca se reformule : les fonctions suivantes (non définies en 0) ont elles une limite finie en 07

1.

] f3(£l?) _ ln(;c;’s z)

fi(z ):e_l

fi(z) ~ % ~ <. Or, la fonction inverse n’a pas de limite en 0 (elle a deux limites différentes a gauche
et a dr01te touteb deux infinies) donc f; n’est pas prolongeable par continuité.

) f2( )—eXp(S;n:)

sine £~ g3 —— 0 Ainsi, par continuité de Pexponentielle, fy(x) — e’ = 1. fy se prolonge
3 *3 z—0 =
par continuité en 0.

2
N _ R o . . . o .
f3(x) = n(tcos(@)=1)) ., cos@)=1 | —7 —g — 0 Ainsi, f3 se prolonge par continuité en 0.
T 2 T2 x2 T—

1
fa(z) = (1 + )2
fa(z) =exp (& In(1+2)). Or, HIn(1+2) ~ % ~ 1. Puisque 1 a une limite différente a gauche et

a droite en 0, f, aussi et donc f4 ne se prolonge pas par continuité en 0.

Exercice 11. On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = 29 + 28

1.

Montrer que pour tout n > 2, ’équation f(z) = n posséde une unique solution z,, dans [1;4o0[

La fonction f est clairement strictement croissante et continue sur [1; 4+o00[, donc bijective de [1;+o0]
vers [2; +00[. On en déduit que pour tout n > 2, 'équation f(x) = n admet une unique solution dans
[1; +00o[, donnée par x,, = f~1(n)

. Montrer :

Vo >1,2° < 2% + 28 < 229

Ca découle directement de : 0 < 28 < 2°.

. En déduire :

VnZQ,(%)ggann%

Soit n > 2. En appliquant les inégalités précédentes a x,, (qui est bien dans [1; +00[) on obtient d'une
part :
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Et d’autre part :

Montrer alors que 28 = o(n)
En mettant a la puissance 8 puis en divisant l'inéquation précédente par n (pour n > 2) :

En simplifiant, on obtient :

8
Par théoréme des gendarmes, == — 0 et donc 8 = o(n)

. En déduire un équivalent simple de x,,

Attention ! savoir que .7:8 = o(n) tout court ne suffit pas & en trouver un équivalent. En revanche, en
réinjectant dans la déﬁmtlon de z,, :

on obtient :



9 9 1 . . . .
ou encore x, = n—+ o(n) ou encore x ~ n et on conclut : z,, ~ ns, ce qui est raisonnable puisque si

f(x) ~ 2° x, est «presque» la racine 9-iéme de n.
r——+0o0

Exercice 14. On se donne (uy,), (v,), (wy,) trois suites.

1. Montrer que si u, = o(vy,) et v, ~ wy,, alors u, = o(wy,)
Sous ces hypothéses, il existe une suite (¢,,) et une suite (a,,) tendant respectivement vers 0 et vers
1, et vérifiant a partir d'un certain rang u,, = ,v, et v, = ayw,. On a alors :

Up = EnQnWnp

et e,a,, — 1 x 0= 0 (par opérations élémentaires sur les limites) donc u,, = o(w )
2. Montrer que si u,, ~ v, et v, = o(wy,), alors u, = o(wy,)
Tout pareil en échangeant les roles de () et (g,,)
Exercice 15. Soient (u,), (v,) des suites qui ne s’annulent pas a partir d’un certain rang.
1. Montrer que (e¥» ~ e"") <= (u, —v,) — 0
eUn vetn = £ 4] = ¥V 51 <= u, — v, — 0 en passant au logarithme.

evn

2. Si uy, ~ v,, a-t-on e ~ eV 7
Non, par exemple u,, =n et v, =n+1

Exercice 16 (Gendarmes mobiles). Soit g € RU{%o0} et a,b, f des fonctions définies sur un voisinage
V de xg vérifiant :

Ve eV,0<a(z) < f(z) <b(z)
et a(x) ~ b(x). Montrer :

T—xTo

f@) ~ ale) ~ b)

Toutes les fonctions étant strictement positives par hypothése, on peut par exemple diviser par a(x) dans
Iinégalité. On obtient :
f@) _ bla)

a(z) ~ a(z)
b(x)

Puisque a(z) ~ b(x), alors a(z) ——— 1 et par théoréme des gendarmes, f(x) ~ a(z). On peut ensuite
T) x—xg

1<

recommencer, ou plus simplement utiliser la transitivité : f(z) ~ a(z) ~ b(x) et les trois fonctions sont
équivalentes entre elles.



