
À rendre le 6 mars

Devoir Maison n°13 - deux annales pour les vacances !

Exercice 1 - Une suite implicite - pour compléterun exercice deTD (Edhec
2018)
Soit n un entier naturel non nul. Soit fn la fonction définie sur R+ par :

∀x ∈ R+, fn(x) = 1− x− xn

1. Montrer que l’équation fn(x) = 0, d’inconnue x possède une seule solution notée un

2. (a) Vérifier que un appartient à ]0; 1[
(b) En déduire le signe de fn+1(un) puis établir que la suite (un) est croissante
(c) Conclure que la suite (un) converge et que sa limite appartient à [0; 1]
(d) Montrer par l’absurde :

lim
n→+∞

un = 1

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose vn = 1− un

(a) Justifier que vn est strictement positif, puis montrer :

ln(vn) ∼
n→+∞

−nvn

(b) Établir :
ln
(
− ln(vn)

nvn

)
ln(vn)

−−−−−→
n→+∞

0

En déduire : ln(vn) −−−−−→
n→+∞

− ln(n)

(c) Montrer enfin : vn −−−−−→
n→+∞

ln(n)
n

4. En déduire la nature des séries de termes généraux vn et v2n

Exercice 2 - Une condition suffisante pour Rn = Ker(f) ⊕ Im(f) (Edhec
2016)

1. Dans cette question,id est l’endomorphisme identité de Rn et f est un endomorphisme de Rn qui vérifie :

f ◦ (f − id)2 = 0

(a) Déterminer : (f − id)2 + f ◦ (2id− f)

(b) En déduire :
∀x ∈ Rn, x = (f − id)2(x) + (f ◦ (2id− f))(x)

(c) Utiliser ce dernier résultat pour établir : Rn = ker(f)⊕ im(f)

2. Dans cette question, f est un endomorphisme de Rn tel que : f ◦ (f − id) ◦ (f − 4id) = 0

(a) Déterminer un polynôme P du premier degré vérifiant : 1
4 (x− 1)(x− 4) + xP (x) = 1

(b) Utiliser ce polynôme pour établir : Rn = ker(f)⊕ im(f)

3. Généralisation. Dans cette question, f est un endomorphisme de Rn et P est un polynôme dont le degré est égal à p ≥ 2 et
avec P (0) = 0 et P ′(0) ̸= 0. On suppose P (f) = 0 où :

P =

p∑
k=0

akx
k ⇒ P (f) =

p∑
k=0

akf
k

La notation fk est à comprendre au sens de la composition (cf. cours)

(a) Montrer qu’avec l’écriture P =
p∑

k=0

akx
k, on a a0 = 0 et a1 ̸= 0

(b) En déduire : ker(f) ∩ im(f) = {0} puis : Rn = ker(f)⊕ im(f)

(c) En quoi cette question est-elle une généralisation des deux précédentes?


