
À rendre le 3 avril

Devoir Maison n°15 - Séries de Riemann
On sait que

∑
1
nα converge si et seulement siα > 1. Voici quelques problèmes qui permettent d’étudier plus en détail certaines

de ces séries, en particulier :
— Quand

∑
1
nα converge, quelle est sa limite? On étudiera le cas α = 2

— Quand
∑

1
nα diverge, peut-on trouver un équivalent? On étudiera le cas de la série harmonique.

Sur les traces de Gamma
Pour tout n ∈ N∗, on pose :

un =

∫ 1

0

x

n(x+ n)
dx

1. Calculer la valeur de u1

2. Soit n ∈ N∗. On définit la fonction fn sur [0; 1] par :

∀x ∈ [0; 1], fn(x) =
x

x+ n

Dresser le tableau de variations de fn
3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ un ≤ 1

n2

(b) En déduire la convergence de la série
∑

un.

On note désormais γ =
+∞∑
n=1

un

4. On pose pour tout n ∈ N∗ : Sn =
n∑

k=1

uk

(a) Justifier : ∀n ∈ N∗, Sn ≤ γ

(b) Déterminer les deux réels a, b tels que pour tout x ∈ [0; 1] et pour tout k ∈ N∗ :

x

k(x+ k)
=

a

k
+

b

x+ k

(c) Établir alors :
∀k ∈ N∗, uk =

1

k
− ln(k + 1) + ln(k)

(d) Vérifier que pour tout n ∈ N∗, Sn =

(
n∑

k=1

1
k

)
− ln(n+ 1)

5. Pour tout n ∈ N∗, on pose Tn =
n∑

k=1

1
k − ln(n)

(a) Justifier que (Tn) est convergente et préciser sa limite.

(b) En déduire en particulier :
n∑

k=1

1
k ∼ ln(n)

(c) Établir :
∀n ∈ N∗,

1

n+ 1
≤ ln(n+ 1)− ln(n) ≤ 1

n

(d) En déduire que (Tn) est une suite décroissante.
6. Donner finalement, pour tout n ∈ N∗, un encadrement de γ à l’aide de Tn et Sn

7. On considère la fonction Python ci-dessous :

i m p o r t numpy a s np
d e f gamma ( p ) :

n = 1
w h i l e np . l o g ( 1 + 1 / n ) > p :

n = n + 1
L = [ 1 / k f o r k i n r a n g e ( 1 , n + 1 ) ]
S = sum ( L ) − np . l o g ( n + 1 )
T = sum ( L ) − np . l o g ( n )
r e t u r n S , T

L’exécution de la commande gamma(10**(-3)) renvoie : (0.5767160812351229, 0.5777155815682065)
Interpréter ce résultat.
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Une valeur étonnante (ESSEC 2001 ECS)
Dans ce problème, on étudie la suite (Sn) définie pour n ≥ 1 par :

Sn = 1 +
1

4
+

1

9
+ . . .

1

n2
=

n∑
p=1

1

p2

L’objectif de cet exercice est d’étudier la limite de la suite (Sn). On considère pour tout entier p ≥ 0 les deux intégrales :

Ip =

∫ π
2

0

cos2p(t)dt ; Jp =

∫ π
2

0

t2 cos2p(t)dt

1. Introduction : calculer la valeur de I0 et de J0.
2. Convergence de la suite (Jp/Ip)

(a) Pour tout t ∈ [0; π
2 ], établir l’inégalité :

t ≤ π

2
sin(t)

On pourra utiliser deux dérivations
(b) En déduire pour tout p ≥ 0,

0 ≤ Jp ≤ π2

4
(Ip − Ip+1)

(c) En intégrant par parties, établir une relation de récurrence entre Ip+1 et Ip.
Indication : on pourra poser u′(t) = cos(t) et v(t) = cos2p+1(t)

(d) Déduire des résultats précédents :
Jp
Ip

−−−−−→
p→+∞

0

3. Convergence et limite de la suite (Sn)

(a) En intégrant deux fois par parties, montrer que pour tout p ≥ 1,

Ip = p ((2p− 1)Jp−1 − 2pJp)

(b) En déduire :

∀p ≥ 1,
Jp−1

Ip−1
− Jp

Ip
=

1

2p2

(c) En utilisant les valeurs de J0 et I0 et la relation de la question précédente, déterminer la limite ℓ de la suite (Sn)

(d) Écrire un programme en Python qui demande à l’utilisateur un entier n et affiche le premier entier m tel que

|Sm − ℓ| < 10−n


