Linéarité de I'espérance (et autres résultats admis) -

démonstration

Enoncé : soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soient X, Y deux variables
aléatoires définies sur 2 qui admettent une espérance, et a,b deux réels.
Alors aX + bY admet une espérance et :

E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y)

Démonstration

La difficulté réside dans Uécriture de l’espérance, indexée par les éléments de
X(Q) dans un cas et ceux de Y (Q) dans Uautre. On commence donc par don-
ner une autre écriture de E(X) et E(Y)

Lemme : F(X) existe si et seulement si la série > X (w)P({w}) est abso-
weN

lument convergente et alors EF(X) = Y X(w)P({w}). En effet, sous réserve
weN
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donc aX + bY admet une espérance et :
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C’est avec le méme lemme qu’on démontre, par exemple, le théoreme de trans-
fert : soit X une variable aléatoire discréte et g définie sur X (). Alors, sous
réserve d’existence :

E(g(X)) =Y g(X(w))P({w})
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Qu’en retenir ?

1. 11 est intéressant de comprendre pourquoi la propriété de linéarité,
d’apparence anodine, n’est pas facile a démontrer avec I’écriture
<usuellex> de 'espérance.

2. L’écriture alternative de ’espérance démontrée en lemme ici, n’a que
peu d’utilité pratique. Il n’est pas nécessaire de ’apprendre par coeur,
en revanche il est intéressant de comprendre comment on passe de I'une

Z (|a|| X ()| + |b]]Y (w)]) P({w}) par inégalité triangulaire & l'autre (sur une somme finie) : on regroupe les termes de € selon la

valeur de X (Q).

3. Un travail d’approfondissement : démontrer avec la méme écriture le
théoreme d’existence de l'espérance par domination (prop. 7 du poly)



