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Devoir Maison n°19 - Formule de Stirling

RAPPEL : INTEGRALES DE WALLIS

Pour toutn € N, on définit W,, = fog (cos(t))™dt
1. Calculer Wy et W4

Wo=FetW, = j(f cos(t)dt = sin(%) —sin(0) =1

2. (a) Montrer que la suite (W,,) est décroissante.
Pourt € [0; 3,0 < cos(t) < 1donc en multipliant par cos(t)™ qui est positif : cos(t)" ! < cos(t)" et W11 < W,
par croissance de I'intégrale. Ainsi, (WV,,) est une suite décroissante.

(b) Montrer, pour tout entiern > 0: W,, > 0

t > cos(t)™ est une fonction continue, positive, non nulle (par exemple cos(0) = 1) donc W,, > 0

3. (a) Montrer, pour tout entiern > 0: (n 4+ 2)W, 40 = (n + 1),
En intégrant par parties :

™

Whao = /Z cos(t) x cos(t)"Ttdt
0

= [sin(t) cos"“(t)]f + /E sin(t) x (n + 1) sin(¢) cos™ (¢)dt
i 0

=(n+1) /Oj(l — cos?(t)) cos™ (t)dt
=n+DW, —(n+ )W,

On en déduit: (n + 2)W,, 40 = (n + 1)W,,

(b) En déduire pour toutentiern > 0: (n + 1)W1 W,, = W1 W,y
En multipliant par Wi, 41 : (n + 2)W,, 1 Wi g0 = (n 4+ 1)W,,W,, 41 donc la suite ((n + 1)W,,+1W,,) est constante
et égale a son premier terme W1 Wy = 7

4. (a) Montrer, pour toutentiern > 0: W,, > W44 > %Wn

Puisque (W) est décroissante, pourtoutn > 0, W,, > W, 11 > W, 10 = %Wﬂ
b) En déduire : W, ~ W,puis: W, ~ /=
( ) ntl n—otoo " P " oo 2n
En divisant par W,, (qui est strictement positif), 1 > W‘,’Liitl > % Puisque % m 1, par théoreme des gen-
darmes, W, 11 ~ W,
Ainsi, (n + 1)W,, 1 W,, ~ nW?2 donc 5~ nW?2 et donc W, ~ / 5
5. Montrer pour tout entier n > 0
W — 2n)!
2T 92np2 g
Par récurrence (et beaucoup de calcul).
LA FORMULE DE STIRLING
On note pour toutentiern > 1: A, = %n"e’” n et pour toutentiern > 2:a, = —1 — (n — %) In (1 — %)

1. En utdilisant un développement limité, montrer que a,, est le terme général d’une série convergente.

R SIS )
" 2 n  2n?  3n3 n3
1 1 1
" 2 4n+<))
1 1

Ainsi, a,, ~ ﬁ qui est le terme général d’une série convergente par critére de Riemann : Z ap converge.
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2. Montrer pour tout entier n > 2

Soitn > 2.
A
In(A,) — In(4,_1) =1 "
() = ) = ()
1 < n"e "y/n(n —1)! )
=In
nl(n —1)n=te~(n=1y/n -1
T nx nnl n
B ne(n— 1)1\ n-1
n—1 1 -1
ln<1>(n1)ln(n >1n(n )
e n 2 n

3. En déduire que la suite (A,,)nen- converge et que sa limite £ est strictement positive.
Puisque la série de terme général a,, converge, par télescopage la série de terme général In(A,,) — In(A,,_1) converge et est
égaleaIn(A4,) — In(Ap) = In(A4,). Il existe donc un réel £’ tel que In(A4,,) e ' et par continuité de l'exponentielle :
n+oo

A, —— e >0

n—-+oo

. (a) Justifier:n! ~ Ipne—m./p
4. ()] ntoo € \f
Puisqe A,, — ¢, %n’”’e_”\/ﬁ ~ Lie.

1
n! ~ Pnne*”’\/ﬁ

(b) En utilisant 'expression de Wo,, 4 aide de factorielles, en déduire la valeur de £ et I'équivalent suivant :

n! ~ n"e "V2mn
n—-+o0o

D’apres les résultats sur les intégrales de Wallis, on sait :

2n)! 7 ™

Wn = P o
2n T 9anpl2 9 4n

Or,n! ~ n"e "U\/net (2n)! ~ (2n)?"e=2"(/2n Alors :

(2n)*e=20\/2n 7 T
L) € tvena |
22np2ne—2np2pn 9 4n

ie.:
V2 T i3
ly/n 2 dn
Alors :
™2 _m
20\ 4
ie.

0 =2m

D’ot1 le résultat annoncé.
ArprLicAaTION I (EML 2012)
Pour tout entier n > 2, on considere une urne contenant 7 boules numérotées de 1 a n. On effectue dans 'urne des tirages avec remise.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables. On s’arréte des que I'on obtient une boule déja obtenue. On note 7T, la variable
aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
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1. Justifier : P(T;, > n + 1) = 0 Puisqu’il y a n boules différentes, & partir de n + 1 tirages, on a nécessairement tiré au moins
une fois 2 fois la méme boule. On en déduit que 7), < n+ lie.P(T;, >n+1) =0

2. Déterminer pour tout entier k < n: P(T,, > k)

T,, > k correspond a I'événement : «les k premiers tirages donnent k boules différentes». Il y a "771 chances que la deuxieme
boule soit différente de la premiere, ”T—:z pour la troisi¢me, et ainsi de suite :

_ _ — (k- — 1)
n 1Xn 2>< N (k—1) (n—1)!

n n o n ~(n—k)Ink-1

P(T, > k) =

3. On définitY,, = %% et on cherche i étudier le comportement asymptotique de (Y7,). Soit y € [0; +oo[ et ky, = [y\/n]

(a) Rappeler l'inégalité qui caractérise la partie entiére et montrer : k2 ~ ny?

Par définition de la partie entiere,
y\/ﬁ -1< kn S y\/H

Par stricte croissance de la partie entiere,

ny* —2yy/n+1 < k2 < ny?

Puisque ny? — 2y/n + 1 ~ ny? quand n — +00, alors

(b) Justifier: P(Y,, > y) = P(T}, > ky)
PY, >y =P (% > y) = P(T,, > +/ny) Puisque T}, est & valeurs entitres, T, > ny <<— 1T, >
[Vny| <= T, >k,
Onen déduit:’P(Yn >y) =P(T, > k) ‘

(c) En utilisant la formule de Stirling, montrer :

k kn—n
P(Y, >y) ~ e kn (1 - —")

n——+o0o n

D’apres la question b, P(Y,, > y) = P(T}, > ky,). D’aprés la question 2, P(T}, > k,,) = (n-1)!

= —kn)mFn 1
En utilisant la formule de Stirling : (n — 1)! ~ (n — 1)"~te™"*1 27(n — 1) ~ (n —( 1)"*)16*”“%& (n —
ko) ~ (n — kp)"Fne=nthn, 2n(n — k,,)
Recombinons tous les éléments :
(n—1)n"le=nt1y/271n
(n — ky)"Fne=ntkn, [2m(n — Ky, )nkn—1
k., V21 (n—1)n"1

X € X carky, = o(n)

\/ﬁ (’I’L — ]fn)/”’_knnkn—l

L <n—1 )"—’“ (n—l)k”_l
~e " XeX
n—ky, n
. <n - kn)k" (n— 1)”1
~e " XeX
n n
ko \ " 1\" 1
Nek'"xe><<1—> ><<1—> carl — — —1
n n n
. ke \ "
~ e Fn <1) car (1) —e !
n n

(d) Déterminer le développement limité 3 lordre 2en O de t — —t + (¢ — 1) In(1 — ¢)

P(Y, >y) ~

—t+ (t—1)In(1 — ¢)

_t+@—1)(—ﬁ_i_+dﬁ0

t2
—t—ﬂ+t+iwww%

2

t
=5t o(t?)
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(e) En déduire:

ky, Y2
—hnt (kp—m)In (1—- ") —— L
n n—+oo 2

Au vu de la forme de l'expression 4 étudier, on va appliquer le résultat de la question précédente 2 %, qui tend vers 0 :
kn kn kn k2 k2
S (B (1) = - in
n (n ) n( n) 2n2+0(n2>
Multiplions par 7 a gauche et  droite de I'égalité :

kn ky k2
7k71,+(k71,*n)hl (1) n+0(77>
n n n

Or, d’apres la question a, k% ~ ny?. On trouve donc :

K L A
n

—ky + (kp —n)1In (1 - —

i.e.

Q\—.

k’.'n, 2
—ky + (kp —n)In (1 - > ——
n ) n—+oo 2
(f) Donner la limite quand n tend vers +o0c de P(Y;, > y)
(¥, > ) et (1~ 5) " = o~ e exp (k) (1)) = exp (ku + (b — ) (1~ &)

n n

?/2

D’apres la question précédente et par continuité de lexponentielle, | P(Y,, > y) ——— e~ =
n—-+oo

On a ici déterminé la limite de la fonction de répartition, ce gu'on appelle convergence en loi de la suite (Y,,). La loi limite n'est pas
une variable aléatoire discréte.

ArprLICATION 2 (CCMP PSI 2024)

On considére une suite de variables aléatoires (X, : © — {—1;1}),en mutuellement indépendantes et centrées (ie. P(X,, =
-1)=P(X,=1)= %) Pour toutn € N*, on note :

6oy,
k=1

1. Quelle estlaloide % ?

P(X,=-1)=P(X,+1=0) =P =0) =L eaP(X, =1)=P(X,+1=2)=P(¥tl =1)=1

2
Ainsi, l+2X = suit une loi de Bernoulli de paramétre %

2. Pour touti € N, on note A; 'événement (S2; = 0). Pour tout n € N, on note NN, le nombre d’indices i € [|1, n|] tels que
A; soit vérifié.
(a) Supposonsque pour uneissuew, les premiers termes de lasuite (X, (w))nen soient: —1,1,1,1, -1, -1,1, -1, -1, 1.
Que vaut N5(w)?
Pouri = 1,52 :X1+X2 :714*1:0
PourZ:2,S4:X1+X2+X3+X4:—1+1+1+1:2
Pouri =3,5=X1+Xo+ X3+ Xy + X5+ Xg=—1+1+1+1-1—-1=0
Pouri:4,58:X1—|—...+X8:0
Pour 1 :5,510 :Xl ++X10 = -2
Onadonc Sy; = 0 pouri = 1,3,4 et donc N5(w) = 3
(b) On pose pour tout ¢ une variable aléatoire Y; qui vaut 1 quand A; est réalisé et O sinon. Exprimer IV,, en fonction des
variables aléatoires (V;)
Nn - Z Yv)
i=1
(c) Calculer P(A;) pour tout i € [|1;n|]
Lévénement A; est réalisé si parmi les 2¢ premieres valeurs de la suite (X, (w)), il y a ¢ valeurs 1 et 4 valeurs —1. Puisqu’il
y a une probabilité % pour chacune de ces valeurs, d’apres I'expression de la loi binémiale, on obtient :

- ()6 (-9

) )
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(d) En déduire que IV, admet une espérance finie :

_ Z": (%)
= 7o
i=1
N,, est 2 valeurs dans [|1; n|] donc admet une espérance. Par ailleurs, N, = > Y}, donc par linéarité¢ E(N,,) =

k=1

n n n 2k
S EY) = Y P(4p) = > ( 4’1) ‘apres la question précédente, Y}, suivant une loi de Bernoulli de parametre
k=1 k=1 k=1
P(Ak)
(e) Soitf € Z unentieretm > 1 un entier. En distinguant selon la parité de £ — n, calculer P(S,, = ¢)
Raisonnons par disjonction de cas :
— Sif — nestimpair, P(S,, = £) = 0 puisque S, est toujours de méme parité que n
— Sil — n est pair, notons P, le nombre de 1 et M,, le nombre de —1 (jai choisié P et M comme plus et moins) dans
la séquence (X7 (w), ..., X, (w))
P, + M, =netP,, — M, =S5, donc: P, = S”’;"
On en déduit: P(S,, = ¢) = P(P, = [Jgn)

Or, P, suit une loi bindmiale de parametres 2n et % :

l+n 2n 1\"
P == () ()

3. On admet sans démonstration le résultat suivant :
Théoréme. Soient (ay,), (by,) deux suites de réels non nuls avec a,, ~ by, et Y |by,| divergente. Alors,

Z br|

WM:

En déduire Iéquivalent :

2
E(N, ~  —
( n) n—-+o0o \/7_1‘
Zi) 27 —21 - g
( (21)‘ (20)""e VAami - 27V o 1 .. . .
10 10T G Y T tesi Ve iVaril o T apres simplifications.
Or, la série de terme general T diverge par critere de Riemann. On peut donc appliquer le théoréme précédent et dire que la

n (21)
Z 4 71—>+me

i=1

Etudions la série de terme général a; =

série de terme général a; diverge avec :

Pour conclure, faisons apparaitre une somme de Riemann dans la derniére écriture :

n

z;;i%iﬁﬁ

n
1 1 dt _
OI‘, n 12:1 4 n—>+oo [2ﬂ0 =2

Remarque : an moment du D]l/f, nous n avions pas vu les intégrales impropres et il n’était donc pas demandé de justifier gue
Uintégrale impropre convergeait, ni de la calculer proprement en se ramenant a une intégrale <partielle>...

Ainsi, E(N,,) ~ fﬁxfz\/l;mz%

n




