A rendre le 11 septembre

Devoir Maison n°1 - Exercices variés (sommes, produits, récurrences)

EXERCICE 1 - PRODUITS

On cherche 2 montrer :
n

Vn € N*, ﬁ(n+k) =2 [Jek-1)

k=1 k=1

1. Méthode 1 : justifier que pour tout n € N, 271 H (2k—1) =2(2n+1) x 2" x H (2k — 1) puis conclure par récurrence.
k=1
n+1 n n

Soitn € N.2"+1 = 2 x 2" et par ailleurs H 2k—1)=2xn+1)—-1) JJ2k—-1)=2n+1) [] (2k —1),dou
k=1 k=1
Iégalité annoncée. Montront maintenant Ia proprlete par récurrence.

Initialisation : pourn = 1, Il[ (k+1) = (1+1) = 2et parailleurs, 2* Il[ (2k —1) =2 x (2 x1—1) = 2. La propriété
est ainsi initialisée. = =

Hérédité : soit n € N* un entier tel que ﬁ (n+k)=2" ﬁ (2k —1).

Alors, d’apres la propriété montrée en in?rzlduction, o

/”/+1 n
gn+1 H(Qk —1H=2x2n+1)x2" x H(Zk: -1
paiet k=1

=2x(2n+1) H n + k) par hypothese de récurrence

n—1
=2(2n+1) H(7L+j+ 1)enposantj =k — 1
j=0

n—1

=2(n+1)(2n+1) H(n + 1+ j) enisolantle terme j = 0
j=1
n—1
=@2n+1)@2n+2) [[(n+5+1)
j=1
n+1
= H(n—i—j—&-l)carn—&—n—l—l:2n+1etn+n+1—|—1:2n+2
j=1

La récurrence est établie.
n n
2. Méthode 2 : Exprimer plus simplement [] (2k — 1) x [] (2k) (on pourra commencer par les premiéres valenrs de m) puis
_ k—

conclure sans récurrence.

Puisque H (2k — 1) est le produit de tous les nombres impairs de 1 2 2n — 1 et H (2k) est le produit de tous les nombres
k=1 k=1
n n 2n
pairsde232n, [ (2k—1) x J] (2k) = ] k= (2n)!
k=1 k=1 k=1
On en déduit :

o Lo —1) =220 2O PO (o) ) = [+ B
1 [T (2k) 21! n! k=1
=1

EXERCICE 2 - RACINES ET PUISSANCES

Montrer que pour tout 2 € N il existe des entiers a,,, by, ¢y, dyy, tels que (V2 +V3)" = ayp + by V2 + cuV/3 + dp V6.
Ecrire un systeme d’équations permettant d'exprimer Gy, 41, bp41, Cpt1, dn41 en fonction de ay,, by, ¢y, dy,
Montrons cette propriété par récurrence.

Initialisation : pour n = 0, (\/5 + \/3)0 =1=14+0v2+4+0v34+0v6.La propriété est initialisée avec ag = 1,by = cg = dp = 0
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Hérédité : soitn € Netay, by, ¢,, dy, des entiers tels que (\/Q + \/g)” = a, + by vV2 + V3 + dy /6

Alors,

(V2+V3)" = (vV2+v3) x (V2 + V3)"
= (V2+V3) x (an + by V2 + ¢, V3 + d,,V6)
— V2 + anV3 4 bV2 4 baV2VE + enV3V2 4+ V3 + dy VBV + duvV/6V/3
= anV2+ anV3 + (by + o) V6 + 2, + 3¢, + dy V12 + d, V18
= (2b, +3¢n) + anV2 + an V3 + (by + ) V6 + 2d, V3 + 3d, V2
= (2by, + 3¢p) + (an 4 3dn)V2 + (an + 2dn)V3 + (by + cn)V6

Ainsi, avec :

Ap+41 - an + 3677,
bn+1 = Ay + 3dn
Cn+1 — anp, + an
dn+l — bn + Cn

Ong15bpt1, Cng1, dny1 sontdes entiers (puisque @y, by, ¢y, dy, le sont) et :

(\@ + \/g)n+1 = Gpy1 + bn+1\/§ + Cn+1\/§ + d7z+1\/6

d’ot1 ’hérédité.

EXERCICE 3 - INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

Soit n un entier naturel non nulet 1, ..., Ty, Y1, - - -, Yn des réels.
1. Justifier que pour tout ¢ € R,
n
Z(a@z +ty;)? = at® + bt + ¢
i=1

ol a, b, ¢ sont trois réels 3 exprimer sous la forme de sommes en fonction des (z;) et des (y;)
Soitt € R.

n

> (@i +ty)? Z o} + 2twiy; + t7y;

i=1 =1
n n
=> 2+ (22:@%) t+ (ny) 2
i=1 i=1 i=1

ce qui montre la propriété demandée avec : @ = Z Y2 b= Z 2z, c= Y, a2
i=1 =

En sappuyant sur le signe du trindme du second degré de la question précédente, montrer :

n
Z Y| <
=1

Cette inégalité est appelee inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour toutt € R, E (m; + ty;)? est positif (puisque cest une somme de carrés) donc at? + bt + ¢ > 0. On en déduit que le

discriminant de ce polynome est négatif ou nul : b? — 4ac < 0,0uen remplagant par les valeurs de la question précédente :

() (5 )

En divisant pas 4 a gauche et 4 droite de I'inégalité, et en passant a la racine carrée (puisque tout est positif) :
p g g p puisq

Puisque pour tout réel ¥, \/y? = |y|, on a bien I'inégalité demandée.
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3. En appliquant la précédente inégalité i des réels bien choisis, montrer :

6n <
(n+1)(2n+1) — k2

Pour cette derni¢re question, il faut faire preuve d’un peu de créativité pour faire apparaitre les valeurs demandées. On choisit :
Ty = % pour faire apparaitre 1712’ etyr = k,dou:

Avec la formule du TD :

En élevant I'inégalité au carré, on obtient :

ou encore :
6n?

nn+1)2n+1)

IN

On conclut en simplifiant par n dans la fraction 4 gauche de I'inégalité.




