Feuille d’exercices n°1I

Exercice 5. Montrer que pour tout n € N,
n
Z (n+1)!
k=1
Méthode 1 : Par récurrence.

0
Initialisation : pour n = 0, alors > k! =0 et (0+ 1)! = 1. On vérifie bien 0 < 1

k=1
Hérédité : soit n € N tel que 2”: E!' < (n+ 1)L Alors
k=1
n+1 n
S R=> K+ (n+1)
k=1 k=1
< (n+ 1!+ (n+ 1)! par hypothese de récurrence
<2(n+1)!
< (n+2)(n+ 1)! puisque n +2 > 2
<(n+2)!

et la récurrence est établie.
Méthode 2 : pour tout k € [|1;n|], k! < n! par croissance de la factorielle. En sommant ces inégalités, on
obtient :

n

Zk!SZn!:nxn!S(n—|—1)n!§(n+1)!

k=1 k=1

d’ou la conclusion.

Exercice 6 (Somme des entiers successifs - démonstrations).

1. En effectuant le changement d’indice j = n — k, montrer que

ZZk‘:n(n—i—l)
k=1

QZk—ZmZk

k=1

n
:Z(W,Jrlfj)Jer enposant j =n+1—k
j=1 k=1

n
=> (n+1-j)+
j=1
n

= Z(n +1)

j=1
=nx(n+1)

d’ott en divisant par 2 : Z k= ”(”H)

n 1
2. Une autre preuve : montrer la formule > k = M

par récurrence
k=1 2

Initialisation : pour n =0, Z k=0et O(OH) =0
k=1



Heérédité : Soit n € N vérifiant > k = % Alors

k=1
n+1 n
k=) k+(n+1)
k=1 k=1
1
= @ + (n + 1) par hypothése de récurrence
n
—wn+n(§+1>
(n+1)(n+2)

et la récurrence est établie.

Conclusion : ¥n € N, 3 k = 2t
k=1

n
Exercice 9 (Avec des coeflicients binomiaux). Soit p € N vérifiant p < n. Montrer : (2) = (Zii)
k=p

La propriété se montre encore une fois par récurrence.

0
Initialisation : pour n = 0, on a nécessairement p=0et > (£) = (J) = 1 et par ailleurs (;) =1

k=0
Herédite : soit n € N tel que : Vp € [|0;n]], > (Z) = (Zﬂ)
k=p
Soit p € [|0;n + 1]]. Alors,
n+1 n
k k n -+ 1>
= +
> () =2 6) ()

k=p k=p

Sip=n+1: kf: (];) = ) Zn:ﬂ (];) =0et (";1) = (ZE) =1= (Zig) donc la propriété est vérifiée.
=p C—"n

Si p < n, on peut utiliser I’hypothése de récurrence :

-0+ ()= ()

d’aprés la formule de Pascal. La récurrence est donc établie.
n

Conclusion : Vn € N,¥p € [|0;n]], > (f}) = (ZI})

k=p
Exercice 10 (Le bindme, premiére application). En utilisant la formule du binome de Newton, dévelop-
per (1 +z)* et (1 —z)*
Les coefficients du binome pour n = 4 sont : 1,4,6,4,1, d’ou : (1 + x)* = 1 + 4z + 622 + 423 + 2%. De
méme, (1 —2)* =1—4x + 622 — 423 +1

Exercice 14 (Plein d’exemples). Calculer

LY i

1<i,j<n

1<i,j<n i=1j=1 i=1 Jj=1 i=1 i=1
2. !
1<1<j<n J
n ] n J n
Y oi=yyis (121')‘2“2“) 320+ =1(m+3)
1<i<j<n?  j=1im1? =1\ =1 = =1

3. 2wk
1<j,k<n



1<j,k<n j=1k=1
n n 1 k
222 ()
Jj=1 k=1
n _(1\"
:ZQJxll (21)
=~ 2 1-1
N\ .,
= -g) )22
=1
(1-(G) ) 2is
=(1—-1(= X 2%
2 1-2

>, -2k
1<k<j<n
noJ n J n n
S G- =E $6-w =3 (i-2 5 k) = S (-i+1) = 3§ 7 = ety
1<k<j<n j=1k=1 j=1 k=1 j=1 j=1
> min(, j)
1<ij<n
S winGi) = 303 winGi)
1<i,5<n j=11i=1
n J n
= Z Zmln(z,j) + Z min(z, j)
j=1 \i=1 i=j+1
n J n
(s
j=1 \i=1  i=j+1
n v + 1
j=1
Iq~ 2, . S 9.2
= 52(] +j +2nj — 25%)
j=1
IS 2
= 52(2”+1)J —J
Jj=1
1 ((2 N 1)n(n—|—1) ~n(n+ 1)(2n—|—1)>
2 2 6
_n(n+1)2n+1
6
> li—jl

1<ij<n



Avec la méme idée :

n n

ST oli—il=>>li— 4l
1<i,j<n j=1i=1

n 7
=3 (Shi-i+ Y -

j=1 =1 1=j+1

n 7 n
= G-+ Y (i—j)

=1 \i=1 i=j+1

. . Jj+1 n—j)n+j+1
B o) (LS IR VRRCES IR RSy
j=1
R R IR RS DAr SR S
= J J—nj+j + 5" —nj+nj—j"+n—7j)
]:12 2 2

n ‘ . 1 )
=2 "= (n+1)j+ 50" +n)

j=1

nn+1)2n+1 nn—+1 nn+1
_nnt Dl (D) o+ )

6 2 2

_n(n+1)2n+1) (n+1)
B 6 2
~n(n+1)((2n+1) — 3n)
B 6
~n(n+1)(1—-n)
N 6

Remarque : |i — j| vaut i — j si i — j est positif, et j —i sii— j est négatif.

Exercice 16 (Comparaison de suites). Démontrer que pour tout n € N*, 2771 <1 x ... xn <n"

Par récurrence.

Initialisation pour n =1:2"1 =1, 1x ... x1=1et 1' = 1.

Héredité : soit n € N* tel que 27~ < n! < n™ Alors, d’une part, 2"T1=1 = 27 = 2 x 2"~1 < 2! par
hypothése de récurrence et pour n > 1,n+1>2 doi: 2n! < (n+ 1)n! = (n 4+ 1)!

Ainsi : 2" < (n+1)!

Par dllluns, m+D)" " =m+Dn+1)" > (n+1)n" > (n+1)n! > (n+1)! et la récurrence est établie.

Exercice 17 (Une propriété étonnante). Que pensez-vous de la démonstration ci-dessous ?

Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété : «P(n) : pour tous n points du plan,
ces points appartiennent a une méme droite»

Initialisation : Pour n = 1, la propriété est évidente

Heérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vérifiée, montrons que P(n + 1) lest aussi.

Soient My, Ms, ..., M, 1 des points du plan. Alors, par hypothése de récurrence, il existe une droite
(d1) contenant My, ..., M,, De méme, il existe une droite (d;) contenant My, ..., M, 1. Comme (d;)
et (d2) ont n — 1 points en commun, elles sont confondues. Ainsi, My, ..., M, sont alignés et la

propriété est héréditaire.
Conclusion : toute famille de points du plan est alignée sur une méme droite.

Ici, «Parnaque» réside dans «(dy) et (d2) ont n — 1 points en commun donc sont confonduesy, une pro-
priété vraie sauf pour n = 1 et n = 2 (des droites qui ont un point en commun ne sont pas nécessairement
confondues). L’hérédité est valable seulement pour n > 3 et Uinitialisation seulement pour n < 2



