
Récurrence double, récurrence forte

Propriété Soit P une proposition logique telle que P (0), P (1) soient vraies
et : ∀n ∈ N, (P (n) et P (n+ 1)) ⇒ P (n+ 2). Alors : ∀n ∈ N, P (n)

La preuve se fait par récurrence sur la propriété Q(n) : P (n) et P (n+ 1).

Rédaction : Montrons que pour tout n ∈ N, P (n) par récurrence
double.
Initialisation : pour n = 0 et n = 1 : . . .
Hérédité : Soit n ∈ N tel que (P (n) et P (n+1)). Montrons (P (n+2)).
. . .
La récurrence est établie.
Conclusion : ∀n ∈ N, (P (n)).

Exemple Soit (un) la suite définie par u0 = 0, u1 = 1 et pour tout n ∈ N,
un+2 = un+1 + un. Soient α, β les racines du polynôme P : x 7→ x2 − x − 1,
avec α > β. Montrer que pour tout n ∈ N, un = 1√

5
(αn − βn)

Exercice Soit (un) la suite définie sur N par : u0 = 0, u1 = 1 et :
∀n ∈ N, un+2 = 5un+1 − 6un

Exercice On considère la suite (un) définie par : u0 = u1 = 1 et :
∀n ∈ N∗, un+1 = un + 2

n+1un−1. Montrer : ∀n ∈ N∗, 1 ≤ un ≤ n2

Une autre variante : la récurrence forte. Cette fois, une seule
initiation (n = 0 par exemple) mais dans l’hérédité on suppose que
pour tout k ≤ n, P (k) est vraie et on montre P (n+ 1).

Exercice On considère une suite (un) définie par :

 u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 =
n∑

k=0

uk
.

Conjecturer (avec les premiers termes) une expression de un, et la démontrer
par récurrence forte.

Exercice Soit (un) une suite définie par u0 = 1 et pour tout n ∈ N, un+1 =

1
n+1

n∑
k=0

uk. Montrer par récurrence forte que : ∀n ∈ N, un = 1

Exercice Montrer par récurrence forte que tout nombre entier supérieur ou
égal à 2 peut s’écrire comme un produit de nombres premiers.
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Propriété Soit P une proposition logique telle que P (0), P (1) soient vraies
et : ∀n ∈ N, (P (n) et P (n+ 1)) ⇒ P (n+ 2). Alors : ∀n ∈ N, P (n)
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égal à 2 peut s’écrire comme un produit de nombres premiers.


