Mathématiques - du 13 au 17 octobre ECG1

. Analyse 3
CHAPITRE 6 : FONCTIONS : LIMITES & CONTINUITE

Bien rechercher les différences et les similitudes par rapport au chapitre précédent.

I. ETUDES LOCALES

1. Limite: version continue

Définition 1 (Limite a I'infini). Soit I un intervalle non majoré et f : I — R. On dit que f tend vers +oo en +oo, noté
f(x) +00, si :

X—+00

VM >0,3x5€I,Vx = X, f(x) >M
l,si:

Soit £ un réel. On dit que f converge vers ¢ en +oo, noté f(x) "
X—+00

Ve >0,Ax, €I, Vx =x,|f(x)-F|<e

Exercice. Ecrire la définition de : f(x) —o0; f(x) +o0; f(x) leR

X—+00 X——00 X——00

Définition 2. Dans le cas oll f(x) —— ¢, on dit que la droite d’équation y = ¢ est une as tote horizontale du
oo q q y ymp

graphe de f en +oo.

Définition 3 (Limite en un point). Soit I un intervalle, x, € I et f : R — R une fonction. On dit que f(x) tend vers +oco
quand x tend vers x;, noté f(x) +00, si:

X—Xg

VM >0,3a >0,Vx eln]x,—a;xy+al, f(x) >M

Soit £ € R. On dit que f(x) ;—;—»/si:
—Xo0

Ve>0,3a>0,Vxeln]xg—a;xo+al,|f(x)-¥|<e

e

o,
aa
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Remarque. ¢ Se souvenir qu'on peut passer de I'écriture |f(x) — | < e a f(x) €] —€;¢ + ¢[ et de méme pour x €
Jxg — @ xo + af: |x — x| < .
e On peut aussi noter lim f(x) = ¢ mais il faut d’abord s’assurer de I'existence de cet objet!
X—Xq

¢ On peut généraliser a x,, extrémité de I'intervalle I, ou a f définie sur I\{x,} en ajoutant la contrainte « x + x»

 Sentrainer a écrire que f tend vers —oo (avec le modele +oo!)

e Les mémes définitions avec des =, < (f(x) = M par exemple) sont équivalentes
Définition 4. Dans le cas f(x)
de f (dessin).

Exemples.

+00, on dit que la droite d’équation x = x,, est une asymptote verticale du graphe
X—Xq

* — 0 .

1
— +00
X X—-00 X x—0,x>0

Démonstration. Enrevenant a la définition en quantificateurs

Définition 5 (Continuité en x,). Soit f définie sur un intervalle I et x, € I. On dit que f est continue en x, si:
f&x) = fx0)
Exemple. Les fonctions affines sont continues en tout point x, € R
Définition 6 (Prolongement par continuité). Si f n’est pas définie en x, et que xh_glﬂ f(x) = ¢, on dit que f se prolonge
par continuité en x, : on peut définir la fonction f par :
flxg)=CetVxel,x #+x,= f(x)=f(x)
Alors, f est définie sur I U {x,} et continue en x,

Exemple. Lafonction f: R*™* — R se prolonge en la fonction suivante, continue en 0 :
x — xIn(x)

f: R — R
{xln(x) six>0

* 0 six=0

2. Propriétés de lalimite

Théoréme 7 (Unicité de la limite). Soit f une fonction définie sur un intervalle I et x, € I U {+oo}. Soient ¢, ¢’
deux réels tels que :
fX)——4¢ et f(x)—7
X—Xq

X—Xg
Alors, ¢ = ¢’
Démonstration.
Remarque. Ce théoreme donne sa légitimité a la notation lim f(x).
X—Xq

Propriété 8. Soient f, g deux fonctions définies sur un intervalle I telles que :

Vxel, f(x)=<g(x)
Soit x, € I et £, ¢' deux réels tels que :

[I

flx)

X—Xg ¢ 8(x) X—Xg

Alors, ¢ < ¢’

Démonstration.
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3. Limites a gauche, limites a droite

Exemple.
Soitf: R — R Dans cet exemple, f n’a pas de limite en 0. Mais si on re-
x+1 six=0 garde uniquement f sur R*, on voudrait dire que f tend
ro= —2x—1 sinon vers 1 en 0. On appelle restriction de f a R* la fonction

flges RY — R
x — fx)

Alors, f|p+(x) o 1et flg--(x) o -1

On dit que f admet une limite a gauche (égale a —1) et une
limite a droite (égale 2 1) en 0. On note :

f(x)?—l ; f(x)ml

Définition 9. Soit f définie sur un intervalle I, x; € I (ou x, est une borne de I') et £ € RuU {+o0}.
e On dit que ¢ estla limite a gauche de f en x, si: ¢ On dit que ¢ est la limite a droite de f en x, si:

f‘]_ooixo[(x) ¢ f‘]x0;+oo[(x)

X—Xg X—Xg

Remarque (Reformulation dans un des cas). Si ¢ € R, la propriété de limite a gauche se ré-écrit :
Ve >0,da>0,Vx eln]xy—a,x,[, |f(x)-¥]| <e
Notation. Onnote f(x) — 1 ; f(x)—— L
x—xg x—Xxg

A\Xxg,x; nesont pas des nombres!

Exemple. Lafonction partie entiere admet une limite a gauche et une limite a droite en 17.
Adapter pour la limite a gauche et a droite en n € Z quelconque.

Propriété 10. f a une limite en x, si et seulement si f a une limite a gauche et une limite a droite en x, égales a f(x,)
(ou égales entre elles si f n'est pas définie en x;)

Exercice. Montrer que la fonction valeur absolue est continue en 0.

4. Théoremes d’existence de limites

Théoréme 11 (Théoréme de la limite monotone). Soient a, b € RU {+oo}

Soit f une fonction croissante sur |a; b[. Alors Soit f une fonction décroissante sur |a; b[. Alors
* Si f est majorée: 3¢ € R, f(x) — /l. * Si f est majorée :3¢ € R, f(x) — /l.
Sinon, f(x) — oo Sinon, f(x) —— +o0
* Si f est minorée : 3¢ € R, f(x) — /. * Si f est minorée : 3¢ € R, f(x) — /.
Sinon, f(x) —— —oo Sinon, f(x) — o0

Remarque. Faire un dessin pour chacun de ces cas, plutot que d’apprendre par cceur.

Théoréme 12 (Théoréeme des gendarmes). Soient f, g, h définies sur un intervalle I, x, € I et [ € R tel que lim f(x) =
xX—Xg

lim k(x) = . Alors

xX—Xg

VxeR f(x)<gx)<h(x)=> len;CI glx)=1

Démonstration. Savoir adapter les preuves du chapitre précédent! a = min(a;, a,) au lieu de ny, = max(n,, n,)
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5. Limites classiques

Exemples (Admis - démonstrations plus tard dans 'année). Les limites suivantes sont a connaitre par coceur dans
les semaines a venir

e VneN,x" +00 e’ -1 In(1 + x)
xX—+00 O P “'—0’ 1 o — -
q q X— =
* Sin e N est pair, x” +00 . X x0
X——00 sm(x) ln(x)n
q g Q n L4 — 1 ° V N* 2 0
* SineNestimpair, x" ——— —co X x—0 (n,m) e (N")7, XM x—too
e Si n estun entier, x"e™* —— 0 o M — 0 o V(n,m) e (N*)?x™In(x)" 0
X—+00 x x—0 x—0*

6. Opérations sur les limites

Remarque(Opérations algébriques). Toutes les opérations sur les limites qui étaient vraies pour les suites se transposent
immédiatement aux fonctions (somme, produit, quotient)! - idem pour les formes indéterminées

Propriété 13 (« Composition » fonction/suites). Soit f une fonction définie sur un intervalle I et x, € I, ¢ € R tels que

lim f = ¢. Soit (u,,) une suite vérifiant : lim u,, = x,. Alors, la suite (f(u,,)) ey CONverge et :
X0

lim f(u,)="¢

n—+oo
Exemple. Admettons que la suite (u,,) définie par u, =2 etVneN,u,,, = \/u, converge : que dire de sa limite?
Démonstration.

Propriété 14 (Composition). Soient a, b, c trois réels tels que f soit définie sur un intervalle I; contenant a, g sur un
intervalle I, contenant b et telles que g o f soit bien définie. On a alors I'implication :

fx)—»b
a0 e (= [sUt e

Démonstration. A remettre dans l'ordre, en complétant les «...» par 1 ou 2 :

1. Soitx eI vérifiant |[x —a| < a'. 6. il existe o > 0 tel Vyel ly—bl< () —c| <

. il existe « el que: Ny = a=> —cl<e

. Puisque f(x) — b: d y y s
X—a

Jx—al<a = |f(x)-bl<e

2 7. ilexiste a' > 0tel que: Vx €]
3. Ainsi, g(f(x)) —¢ 8. Alors, |[f(x)-b|<a

4. Soite > 0. 9

5. etdonc |g(f(x))—c|<e

. Puisque g(x) —
Xx—

II. ETUDE GLOBALE

1. Fonctions continues sur un intervalle
Définition 15. On dit que f est continue sur un intervalle I si elle est définie sur I et continue en tout x € [

Notation. Onnote €(I,R), €(I) ou€°(I) 'ensemble des fonctions continues sur un intervalle I

Théoreme 16 (Opérations sur les fonctions continues). Soit I un intervalle et f, g deux fonctions continues dé-
finies sur I.

e f+g,f—-g fxg max(f,g) min(f,g) sont continues
* Si g ne s'annule pas sur I, alors g est continue

e Si g o f est bien définie, elle est continue
Remarque : ici, f est g ne sont pas nécessairement définies sur un méme intervalle

Démonstration. Démonstration pour min et max en utilisant la valeur absolue, le reste se déduit des opérations sur les
limites vues précédemment.
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¢ Toutes les fonctions polynémiales sont continues sur R

e Les fonctions x — ﬁ, exp, In, valeur absolue, sin, cos sont continues sur leur ensemble de définition

Exemples (a connaitre).

. 1 .
¢ Lafonction x — — est continue sur R} et sur R*
X

¢ Lafonction partie entiere n’est pas continue : elle admet une discontinuité en tout entier relatif.

VerX+x8

: +
—7 — estcontinue sur R

Exemple. En combinant, on peut ainsi affirmer que la fonction x —

Exercice. Sur quel ensemble peut-on affirmer que la fonction x — In(x)? +In(x — 1) est continue?
2. LeThéoréme des Valeurs Intermédiaires

Théoreme 17. Soient a < b deux réels et f continue sur [a; b] vérifiant
f(a)f(b) <0. Alors
dce€la; b, f(c)=0

Remarque. Ce théoreme se généralise au cas ol f est définie sur |a; b[
avec une limite en a et en b de signes contraires (potentiellement

infinies) a \ b

Démonstration.

¥

Exemple. Tout polynéme de degré impair a au moins une racine

Propriété 18 (Application). Pour tout intervalle I et toute fonction continue sur I, f(I) est un intervalle

Démonstration.
Lhypotheése intervalle est importante pour toute cette famille de théorémes!

3. Fonctions continues bornées

Théoréme 19 (Théoreme des bornes - admis). Soient a < b deuxréels et f une fonction continue définie sur le segment
[a; b]. Alors f est bornée :

I(m,M)eR? Vx€[a;b],m<f(x)<M
De plus, f atteint ses bornes, c’est-a-dire que f([a; b]) = [m; M] : m et M ont des antécédents par f.

2
Exercice. Soit f: x — (x*+3x%)e™™

1. Déterminer les limites de f en +oo et —oco
2. Montrer qu'il existe A, B € R tels que : si x ¢ [A; B] alors |f(x)| <1
3. Montrer que f est bornée.

4. Fonctions continues strictement monotones

Théoréme 20 (Admis - Théoreme de la bijection). Soit I un intervalle et f une fonction continue et strictement mo-
notone définie sur I. Alors f : I — f(I) est bijective et f~! est continue sur f(I) et a le méme sens de variation que
f
Remarque. Ce que dit/ne dit pas ce théoréme :

* la surjectivité de f est triviale des lors qu’on a restreint 'ensemble d’arrivée a f(I') (cf chapitre 2)

e l'injectivité de f n'utilise en fait pas la continuité de f : la stricte monotonie suffit

* la vraie conclusion du théoréme est ce que I'on peut dire de f~!

* Respectivement, une fonction continue et injective sur un intervalle est strictement monotone, mais ce n'est pas
dit dans ce théoréme : a démontrer.

Remarque (Allure du graphe de la fonction réciproque - admis). Symétrie par rapport a la diagonale principale

Vx,y)eR, (x,y)ebroy=f(x)ox=f"(y) e (y,x) €€
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