A rendre le 9 octobre

Devoir Maison n°3 - Deux suites cousines

On considere les suites (ay,) et (b, ) définies parag = 0,b9 = Let:

Up4+1 = 2an + bn
vnel, { buy1 = 2a,+3b,
L'objectif est de déterminer le terme général des suites (ay,) et (by,)

1. Ecrire une fonction Python suites(n) prenant en argument un entier naturel n et renvoyant d,, et b,

def suites(n):
a,b = 0,1
for k in range(n):
a,b = 2*a+b, 2*at+3*b
return a,b
2. Calculer aq, by, as, by (et dautres termes si vous voulez)
La consigne «et dautres termes si vous voulez» n’est bien stir pas une consigne de concours, c’est simplement pour prendre
I’habitude de «regarder» a quoi ressemblent ces suites : tester, tracer des courbes, prendre plusicurs valeurs.
Ici,ona:a1 = 2@() —‘rb() = 1,b1 = 2&()+3b() = 3,0,2 = 2&1 +b1 =2+43= 5,b2 = 2@1 +3b1 =249=11
3. Méthode 1.
(a) Déterminer une relation de récurrence sur la suite (s,,) définie par: Vn € N, s, = ap, + by,
Soitn € N.

Sp41 = Ant1 + bnyr
= 2a, + b, + 2a, + 3b,
= 4(an + by)
=4s,

(b) Déterminer une relation de récurrence sur la suite (¢,,) définie par: Vn € N, ¢,, = 2a,, — by,
Soitn € N.

tp+1 = 2ap41 — bt
= 2(2a, + by) — (2a, + 3b,)
= 2a, — by,
=1,

(c) Déterminer grice aux questions précédentes une expression explicite de s,, et de ¢,, pour tout n entier.
(t,,) est constante donc égale a1ty = 2ag — by = —1:Yn € N, t,, = —1. (s,,) est géométrique de raison 4 et de premier
terme 1 dot:Vn € N, 5,, = 4™

(d) En déduire le terme général de (ay,) et (by,)

Onale systéme suivant pour tout 7 entier :

anp + bn = 4"
2(Ln - bn = -1
On résout : a,, = é (4" —1) etb, =4" —a, = 4" — % (4n—-1)= % X 4" 4+ %
4. Méthode 2.

(a) Montrer que (ay,) est une suite linéaire d’ordre 2
Soitn € N.

Gnt+2 = 2ap41 + bpy1
=2(2a, + b,) + (2a, + 3b,)
= 6a,, + 5b,
= 5(2a, + by,) — 4a,

= bany1 — 4an

Ainsi, (ay,) est une suite linéaire d’ordre 2 et de polyndme caractéristique P(x) = 2% — 5z + 4
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(b) Grace 2 un théoreme du cours, en déduire le terme général de (ay, ), puis celui de (by,)
P a comme discriminant A = 52 — 16 = 9 et comme racines % =4det 5;—3 = 1. Puisque P a deux racines, d’apres

le théoréme du cours, il existe deux réels A, 1t tels que pour toutn € N,

Gy =M 4+ pl™ =M +

Pour déterminer A et pt, on constate que pourn = 0:ap = 0 = A+ peta; =1 =4\ + pdou A = % etj = f%.
Ainsi :
1 n 1
VneN,an:§><4 —3
et:

1 2 2 1
v N bn = Un -2 n— 5 4n+1 -1 —=4"-1)= - 4" —
n c s Un Ap41 anp 3( ) 3( ) 3X +3

5. Une troisi¢me suite. Soit (u,,) la suite définie par :

Uug =0
Uy = 1
Vn € N)”n-&-? = Up+y1 + 2uy,

Recopier et exécuter le code Python suivant :
Remarque : il fant aussi intégrer le code Python de la premiére question!

for k in range(5):
print (suites(k))
def u(n):
u, v =0, 1
for k in range(n):
print (u)
u, v = v, v + 2%u
u(10)

Quaffiche l'exécution de ce programme? En tirer une conjecture sur la suite (u,,) et son lien avec les suites (a,,) et (by,), puis
démontrer cette conjecture.

Le programme doit afficher d’abord les 5 premiers termes des suites (@, by, ) puis les 10 premiers termes de la suite (u, ).

On obtient :

(0;1)
(1;3)
(5;11)
(21;43)
(85;171)

171
On conjecture la chose suivante : Vn € N, a,, = gy, et b, = Ug,,41. Montrons-le par récurrence.
Initialisation : pourn = 0, ap = 0 = ug et by = 1 = u; donc la propriété est initialisée.
Hérédité : soitn € N tel que a,, = uay, et b, = ug,41. Alors:
Ap+1 = 20/71, + bn, - 2“271, + Uon+1 = U2n42 = U/Q(n,+l)
et

bn+1 — 2an + 3bn - 2/u2n + 3u2n+1 - 2(u2n+1 + 2u2n) + U2n+1 = 2“271+2 + U2p+1 = U2n+3 = u2(71,+1)+1

La récurrence est établie.




