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Devoir Maison n°s - Autour de la continuité
APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES

Soit k € R% . On dit qu’une fonction f : I — R est k-lipschitzienne si :
V(@,y) € I, |f(2) — f(y)| < Klw —y]

1. Montrer que toute fonction k-lipschitzienne est continue sur R

Soit f une fonction k-lipschitzienne sur I. Soity € I. Montrons: f(z) —— f(y).
Cl/'*yy

— Meéthoder : avec le théoréme des gendarmes. Quand © — y, | — y| — 0. Par théoréme des gendarmes, puisque
0<|f(x) = fW)| < kle—ylalors |f(z) — f(y)| = Oie. f(z) = f(y)

— Meéthode 2 : en revenant 4 la définition. Soit € > 0. Posons v = 7. Alors, pour z € I tel que [z — y| < o, |f(x) —
fW)| < klz —y| < ko < e. Ainsi, f(x) p— f()

On en conclut que f est continue en ¥, et donc sur [ tout entier.

2. Montrer que la réciproque est fausse en montrant que la fonction définie sur R4 par f(x) = \/z est continue mais pas lip-
schitzienne.
La fonction racine carrée est clairement continue (fonction de référence) sur R ;. Par ailleurs, supposons par I'absurde qu’elle
soit lipschitzienne sur Ry . Alors, il existe & > 0 tel que, en prenant y = 0, on ait pour tout z € Ry, /& < kz,ie k > N

Or, lorsque z — 0, % — 400, donc cette fonction n'est pas majorée, ce qui est en contradiction avec I'inégalité précédente.
Ainsi, la fonction racine carrée n’est pas lipschitzienne.
3. Soit f : R — R une fonction k-lipschitzienne avec k < 1et f(0) = 0. Soita € R et (uy,) la suite réelle déterminée par

ug =aet:Vn € Nyuypq1 = f(up).
(a) Montrer par récurrence que : Vn € N, |u, | < k™|a|
Initialisation : pourn = 0, uy = a donc |ug| = k°|al.
Hérédité : soitn € N. Supposons |u,,| < k™ |a|. Alors, puisque f est k—lipschitzienne, | f(u,) — f(0)| < k|u, — 0],
ie. [unt1| < K|uy| et par hypothése de récurrence : [u,, 1] < k x k™|a| = k" *1]a|. La récurrence est établie.
Conclusion : Vn € N, |u,| < k"|al

(b) Endéduire: u,, —— 0
n——+0o

Jusque 13, on n’a pas utilisé & < 1. Mais puisque £ < 1, alors k™ — 0 et par théoréme des gendarmes, |u,,| — 0, i.e.
uy — 0.

UNE I:ZQUATION FONCTIONNELLE ET LE RAISONNEMENT PAR ANALYSE-SYNTHESE

On cherche toutes les fonctions continues de R dans R vérifiant :

E) = L@+ )

V(z,y) €R27f<

On fait ce que I'on appelle un raisonnement par analyse-synthése : dans une premiére partie, appelée analyse, nous allons chercher
des conditions nécessaires pour qu’une fonction f soit solution du probleme, en cherchant des conditions les plus contraignantes
possibles. Dans une deuxi¢me partie, appelée synthése, nous vérifierons que les conditions trouvées dans I'analyse sont en fait des
conditions nécessaires et suffisantes.

Analyse : Soit f une fonction solution du probléme précédent.

1. Supposons dans un premier temps que f(0) = f(1) = 0.

(a) Montrer : pour toutentierp € N, f(p) =0
Par récurrence double :
Initialisation : Pour p = O et p = 1, onasupposé f(0) = f(1) =0
Hérédité : soit p € Ntel que f(p) = f(p+ 1) = 0. Montrons que f(p + 2) = 0.

o
Par définitionde f, f(p+1) = f (W) =1 (f(p) + f(p+2)) ie. par hypothése de récurrence :

0=50+7(p+2)

| =

On en déduit immédiatement: f(p + 2) = 0 et la récurrence est établie.
Conclusion : pour toutentier p € N, f(p) =0




A rendre le 6 novembre

(b) Montrer que pour tout entier p € Z, f(p) =0
La propriété a déja éeé démontrée pour toutp € N. Soit p un entier négatif. Alors, parla question précédente, f(—p) =0
puisque —p est un entier positif. Par ailleurs,

0= 10 =1 () = 500+ Fp) = 5 % £

Ainsi, f(p) = 0 et la propriété est donc vraie pour tous les entiers relatifs.
(c) Montrer que pour toutp € Zetpourtoutn € N, f (&) =0
Soit p € Z. Raisonnons par récurrence sur n.
Initialisation : pourn = 0, f(p) = O et 2 = p donc la propriété est initialisée.
Hérédité : soitn € Ntel que f (£ ) = 0. Alors,

Fote) =1 (5520) = 3 (1 (&) +50) = 5040 0

La récurrence est établie.

2”1
Par définition de la partie entiere, 2”2 — 1 < |2"z] < 2"z et donc (puisque 2™ > 0) : 2"2“:1 <z, < 2% e
T — % < z,, < 2. Puisque % — 0, par théoréme des gendarmes, x,, m x
(e) En étudiant la suite (f(xy,)), en déduire : f(z) = 0.
D’apres la question ¢, puisque | 2™ ] est un entier et que 2™ est une puissance de 2, alors pour toutn € N, f(x,,) = 0.
Par continuité de f, f(z,) — f(z). Ainsi, par unicité de la limite, f(z) = 0. On en déduit que la fonction f est
identiquement nulle.

(d) Soitz € R.Pour toutn € N, on pose x,, = 12°2] Démontrer que (z,,) converge vers &

2. Onrevientau cas général, cest-a-dire qu'on retire ’hypothese £(0) = f(1) = 0. Soit g la fonction affine telle que f(0) = ¢(0)
et f(1) = g(1),s0ith = f — g.
(a) En utilisant le résultat de la partie précédente, montrer que h est la fonction nulle.
Il suffit de montrer que h vérifie les deux conditions :

— Y(@,y) € R% b (*5Y) = 3(h(@) + h(y))
— h(0)=h(1)=0
Ainsi, le résultat démontré en premiére partie sapplique a h.
Pour le premier point : soient x, y des réels. Notons de plus @ et b des réels tels que g : £ — at + b. Alors,

()= () ()
(F@)+ ) —ax T2 -
(£(2) + F () — ale+y) — 20
(f(a) —av b+ f(y) — ay =)

(f(z) —g(z) + fly) —9())

b
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Pour le deuxieme point, par définition, h(0) = f(0) — g(0) = Oet h(1) = f(1) — g(1) = 0 puisque g a été choisie
pour que £(0) = g(0) et f(1) = g(1)
Ainsi, h est la fonction nulle.
(b) En déduire que dans le cas général, f est une fonction affine.
Puisque f — g = 0, alors f = g qui est une fonction affine.
Synthese : Réciproquement, montrer que toutes les fonctions affines sont solutions du probléme étudié.
Soit f : t +— at + b une fonction affine. Alors, f est continue de R dans R. Par ailleurs, pour tous réels z, v,

(532) e

1

= §(a($+y) + 2b)
1

= §(aﬂc—|—b+ay+b)

= S (@) + £))
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Ainsi, f est une solution du probléme. On a ainsi montré que les fonctions affines sont exactement les fonctions qui <respectent la
moyenne», i.e. < [ de la moyenne c’est la moyenne des f»




