Feuille d’exercices n°8'

Exercice 7 (En diagonalisant - chaine de Markov). On considére les suites (a,), (by) et (¢,,) définie sur
N* par a; = by =c¢; = £ et :

An4+1 = Qp + b?” + %
* bn n
Vn e N y bn-‘rl = 3 + %
¢
Cn+41 - ?n

On pose X,, = <bn)

Cn

1. Exprimer X, ;; en fonction de X,, et d’'une matrice A € My(R) qu’'on déterminera.
Pour tout n € N,

N
o o
s 3
N—

O~ Ol

Il
N e N NI N

>
3

1

Avec A := <(2) )

2. Exprimer X,, en fonction de n, A et X;.
Par récurrence (qu’on a déja faite plusieurs fois, a savoir faire, mais avec une suite qui s’initialise a
n =1 plutét que n =0) : Vn € N, X, = A" 71X,

1 -2
3. (a) On pose P = <O 1
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> . Calculer P~!, puis D = P~ 1AP.

Puisque P est de taille 2 x 2, on sait calculer son inverse. det(P) =1 et P~ = ((1) %) On en
déduit :

D =P AP

[es¥NIEH

I

N\

O =

[N}

o~
O =
_
no
~~_

W O i =
v

N—— ~—

(b) Exprimer alors D™, puis A", en fonction
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Puisque D est diagonale : Vn € N, D™ = (1)71 .
3

Par ailleurs, puisque D = P~'AP, alors A= PDP~! d’ou :



4. Déduire des questions précédentes I’expression de b,, et ¢, en fonction de n.

Onen déduit : Vn € N*, X, = A" 71X, = <(;)”1 2 ((%Ykl - (:15)”1)> (%) = <(;)nl )gﬂ(}})nl>

1\n—1 1
1 | 0 B (5
Ainsi:VneNb, = (1" =2(3)" et ¢, =(3)"
5. Montrer que la suite (a, + b, + ¢;,) est constante. En déduire 'expression de a,, en fonction de n.

Soit n € N.

b c b c c
an+l+bn+l+cn+l:a7L+§+§n+?n+§n+§

b c
:an+2><3”+3><§”
:a7L+bn+cn

Ainsi, la suite (a, + by, + ¢,) est constante égale & a3 + by + ¢; = 1. On en déduit :

1 n—1 1 n 1 n 1 n—1 1 n
Z m=1—b,—cp=1-{2 2| - -\ 5 =1-15 Y
et —iobon-(5)2(5) () --() <)

6. Calculer les limites de a,,, b, et ¢, lorsque n tend vers +o0.
On trouve : a,, — 1,b, — 0,¢,, — 0

Ce genre de suites apparait naturellement dans un cadre probabiliste.

Exercice 12. Soit M € M,, ,,(R). Montrer que MM est bien définie et qu’elle est symétrique.
FEMM) =t M*(*M) =t MM (par propriétés de la transposée. Ainsi, MM est symétrique.

Exercice 13. Soient A et B deux matrices non nulles de ,,(R) vérifiant AB = 0. Montrer que ni A ni B
n’est inversible.

Supposons par ’absurde que A est inversible. Alors, A~'AB = A='0 = 0 d’ott B = 0, ce qui est incohérent.
De méme, si par 'absurde B est inversible, alors ABB~! =0 x B~! = 0 d’oit A = 0, ce qui est incohérent.
Ainsi, ni A ni B n’est inversible.

On peut aussi le montrer avec la propriété 27 du cours (c’est assez équivalent).
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Exercice 17. Soit M = € M, (R).

Lo

1 ... 1 3

1. Ecrire une expression du coefficient (i, j) de M

V(%]) € H1,7’L|]27ALJ — { 3 s11=)

1 sinon

2. Calculer M? et I'exprimer en fonction de M et I.
Soit (i, ) € [|Lil]

(M?)ij =Y MMy,
k=1
Séparons le cas i = j et le cas ¢ # j :

— Sii#j:

(M%)ij= Y MM+ MM+ M, ;M

k=1
k#i,k#]
=mn—-2)x1x1+3x1+3x1
=(n-2)+6

=n+4



— Sii=j:

(M?);5 = M My ; + M; ;M
k=1
ki
=(n—-1)x1x143x3
=(mn-1)+49
=n+38

On en déduit : | M? = (n+4)M — (2n +4)1,, | En effet, si i £ j,

(n+4)M—-2n+4)1,)i;=n+4) x1=n+4
et pour tout i € [|1,n|],

(n+4)M—-2n+41,)i;=3n+4)—2n+4)=3n+12—-2n—-4=n+38

3. En déduire que M est inversible et exprimer son inverse en fonction de M et I.
(n+4)M — M? = 2n+4)I,,ie. M x 52— (n+4)I,, — M) =1,

2n+4
Ainsi, M est inversible et M~ = 2n1+4 ((n+4)I, — M)
Exercice 18. Résoudre les équations matricielles suivantes.
1 2 0 3 11
.51 X—-10 1 —|2X+(3 7 =10 1] —-2X, dinconnue X € M3 1(R)
2 3 0 4 11
a
Soit X € M3 5(R). X peut s’écrire sous la forme | ¢ d
f
On cherche alors a résoudre :
3a—5 3b—13 1—2a 1-2b
3c—3 3d-12 | = —2c 1-2d
3¢—10 3f—19 1—-2 1-2f
5a = 6
50 = 14
e oc = 3
o 5d = 13
5e = 11
5f = 20
6 14
Il y a donc une unique solution : X = é 3 13
11 20

4 11 1 -1 11\ ..
2. (1 3)X—|—<1 2)-(_3 5>,d1nconnueX€./\/l2(R)

De méme, pour X € Ms(R), introduisons des réels a, b, ¢, d tels que X = (Ccl Z) . L’équation étudiée

4a +11lc 4b+11d\ (0 2
a+ 3¢ b+3d | \—-4 3

se réécrit :

On en déduit :

4a + 1le = O
a + 3¢ = -4
4 + 11d = 2
b + 3d = 3

Le systéme se résout en : a =44, b = —27,c = —16,d = 10



a b

Exercice 19. Trouver toutes les matrices de la forme A = (a b) dont le carré est égal a :

1. La matrice identité

a’>+ab b>+ab
On cherche donc a résoudre : a? +ab =1, a® +ab = 0, b*> 4+ ab = 0, b*> + ab = 1. Les équations étant
incompatibles entre elles, il n’y a pas de solution a cette équation.

2 b b? b
Pour les 3 questions, on commence par calculer : A2 = (a ta ta )

2. La matrice nulle
Le probléme devient : a® + ab = b + ab = 0. En particulier, a> = b? donc a, b sont égaux ou opposés.
Si a = b, on obtient 2a? = 0, ce qui impose @ = 0 : dans ce cas A est la matrice nulle. Sinon, a = —b
et on a bien a® + ab = 0 et b*> 4+ ab = 0. Les solutions sont donc toutes les matrices de la forme :

a —a 1 -1
A= Z)=e i )
3. La matrice A

On obtient les deux équations : a® + ab = a et b + ab = b.
Dans la premiére équation : a(a+b—1) =0 <= a=0oua+ b= 1. Dans la deuxiéme de méme
b=0oua+b=1. Les solutions sont donc la matrice nulle et toutes les matrices de la forme

a 1—a
A_<a 1—a>

Exercice 20. Soient a et b des réels non nuls, et A = 8 2) Trouver toutes les matrices B € M2 (R)
qui commutent avec A, c’est-a-dire telles que AB = BA.
Cherchons B sous la forme (Z ?) Alors :
 (ac+be ad+bf _ (ac bc+ad
AB( ae af ) EtBA(ae be+af>
On en déduit : AB = BA <— Zi Z b(} < b=0ou (e=0etc=f).

Puisque par hypothése, b = 0, on en déduit que les matrices qui commutent avec A sont toutes les matrices

de la forme B = <(c) i), avec (c,d) € R?

Exercice 21 (Nilpotence). Une matrice carrée M est dite nilpotente s’il existe un entier naturel k tel
k
que M"* = 0.

-1 2 0
Soit A= 0 -1 0
0 0 3
1. Décomposer A en la somme d’une matrice diagonale D et d’'une matrice nilpotente IV, en vérifiant
DN = ND.

-1 0

0 0
A=10 -1 0|+|(0
0o 0 3 0

0

0

0

0
DN=|(0 0 O ; ND=10 0 0| =DN
0 O 0 O



2. En déduire, pour tout n € N, A™.
Puisque DN = N D, on peut utiliser la formule du bindéme de Newton :

A’rl — (D + N)'IL
o R n k yn—k
=> (k>N D
k=0

- (”) NOD" 4 (n> N'D" 1 car N2 =0

0 1
=D" +nND"*
(=™ 0 0 0 2 0\ /(-1rt 0 0
= 0 (1) 0|+nf0 0 0 0 (-t 0
0 0o 3" 00 0 0 0 3n-t
(=)™ 2n(=1)""t 0
=1 0 (=)™ 0
0 0 3n

3. Peut-on étendre ce résultat an € Z7
Reformulation : si on prend la matrice définie a la question précédente pour n et —n et qu’on les
multiplie, a-t-on la matrice identité ? Si oui, alors A™ est inversible, donc A~ a un sens et on a
trouvé A7 avec la méme formule : le résultat s’étend & Z. Sinon, la réponse est non. Vérifions :

Soit n € N.
(=)™ 2n(-1)""t 0 (=)™ —2n(-1)"""t 0 (-1 —2n(-1)"'+2n(-1)"!
0 (-1)» 0 0 (-1)~" 0 ]=1| 0 (—1)°
0 0 3" 0 0 3 0 0
1 00
=10 10
00 1

Ainsi, le résultat s’étend a n € Z.
Exercice 22 (Matrices stochastiques). Une matrice carrée est dite stochastique si tous ses coefficients
sont positifs et que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1

1. Donner des exemples (variés) de matrices stochastiques de taille 2 ou 3
Pas de bonne réponse ici, mais on peut prendre par exemple :
010
1
<0 2) ,[0 0 1], , (
1 00

2. Montrer, d’abord en taille 2 puis en général, que le produit de deux matrices stochastiques est une
matrice stochastique.
En dimension 2, deux matrices stochastiques s’écrivent :

a 1l—a c 1—c¢
a=(p 078 oe=(5 19

AB — ac+(l—a)d (1-cla+(1—a)(l—d)
T \be+(1=0bd b(1l—c)+(1=0)(1—d)
Puisque a,b,¢,d € [0;1], alors tous les coefficients sont des sommes de produits de nombres positifs
et sont donc positifs. Par ailleurs,

(S

SN
\_/

OO | Co
OO | C0
OO | e0

avec a, b, c,d € [0;1].
Alors,

ac+(1—a)d+(1—-cla+(l—-a)(l—-d)=ac+d—ad+a—ac+1—a—d+ad=1

0
0
30



bet (1—b)d+b(1—c)+(1—b)(1—d)=bc+d—bd+b—bc+1—b—d+bd=1

Ainsi, AB est stochastique.
Passons en dimension quelconque. On prend A = (a;;), B = (b;;) € M, (R) deux matrices stochas-
tiques. Alors, pour tout (4,5) € [|1,n]]?,

(AB)i; =Y auby
k=1

(AB);j est positif comme somme de produits de nombres positifs. Par ailleurs, pour tout ¢ € [|1;n|],
la somme les coefficients sur la ligne 7 est :

Y (AB)ij =" aiby
j=1 j=1k=1
=33 amb;
k=1j=1

n n
= E @ik g b
k=1 j=1

n
= Zaik x 1 car B est stochastique
k=1
=1 car A est stochastique

Ainsi, AB est stochastique.

Exercice 23 (Matrices & diagonale dominante - lemme d’Hadamard). Soit n > 2 et A € M, (R) telle
que pour tout i € [|1,n[],
laiil > lai

J#i
Montrer par 'absurde que A est inversible.
Indication : Considérer une matrice colonne X # 0 telle que AX = 0 et iy un indice tel que | X;,| soit
mazximal.
En suivant l'indication, supposons par l’absurde que A n’est pas inversible. Il existe alors une matrice
colonne X # 0 telle que AX =0 (prop. 27 du cours)
Puisque X # 0, il existe un indice ig tel que |X;,| soit maximal et alors | X;,| # 0.

Petite remarque : puisque X n’a qu’une colonne, on s’autorise a écrire X;, plutot que X, 1
.
Alors,

n

(AX)ig =Y Aig 1 X =0

k=1
En isolant le terme pour k = i, on obtient :

n
Z Alo,ka — _A’Lloq,ioXio
k=1
k#io
On en déduit :
n
Z Ao kX | = A io Xio|
k=1
k#io

Or, par inégalité triangulaire,

> Aigw Xk <3 1Aig k| Xkl <Y 1Aig k]| Xio| car | X, | est maximal
k‘#io k‘#i(} k¢i0



On en déduit en divisant par |X;,| (qui est strictement positif) :

|Aio,i0| < Z |Ai0,k|

k#io

ce qui est incompatible avec I’hypothése. Ainsi, il y a une contradiction et A est inversible.



