Mathématiques - Semaine du 2 au 5 décembre £ ECG1

CHAPITRE 11 : POLYNOMES Hors-série

I. Fonctions polynémiales de R[z], R,[z]
1. Forme générale, coefficients

Définition 1 (Fonction polynomiale). On appelle polynéme ou fonction polynémiale toute fonction de
la forme

n
rz€ER— Zakxk
k=0

ot n € N et (ar)ock<n € R". On note R[z] I'ensemble des polynomes.

o On suppose a,, # 0. On appelle n le degré du polyndme (deg(P)) et a,, son coefficient dominant
o Si tous les coefficients sont nuls, P = 0 et on pose deg(P) = —o0

o On note R, [z] 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n

Exemples. Rg[z] est I’ensemble des fonctions constantes, R;[z] des fonctions affines, Rao[x] des polynoémes du
second degré (ou affines)

n
Pour tout polynéme P(z) = > apa®, P(0)=...... PL)=.........
k=0
Remarque. On s’autorisera un abus de notation : confondre P et P(x)) c’est-a-dire par exemple dire que x?
est un polyndme.
Ezercice. Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéme P(z) = (z + 1)"—(z—1)"
Ecrire d’abord ce polynéme sous la forme donnée par la définition

Propriété 2. Un polynoéme est nul si et seulement si tous ses coeflicients sont nuls. Deux polynomes sont
égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux.
Démonstration.

Remarque. Ca justifie qu’on parle du degré d’un polyndme : I’écriture du polynome est unique (il y a donc un
unique terme non nul de plus haut degré). C’est aussi le sens de l'expression «on identifie» dans une égalité
de polynomes.

2. Opérations

Propriété 3. Pour tous polynémes P, (Q et toute constante \,
e AP est un polynoéme
e P+ @ est un polynéme
e PQ est un polynoéme

Savoir refaire le produit de deux sommes, regrouper par degré

Ezercice. Ecrire un programme Python qui prend en argument deux listes liste P qui contient [ao, ..., an]
et liste_Q qui contient [bg, ..., b,] et renvoie une liste qui contient les coefficients du polynéme P + Q.
Plus difficile : faire de méme pour le polynéme PQ.

Propriété 4 (Degré). Soient P, Q) des polynomes et A # 0. Des calculs précédents on déduit :
o deg(AP) = deg(P)

o deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) - égalité si deg(P) # deg(Q).
En particulier, R, [z] est stable par somme et par multiplication par un réel.

o deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
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Propriété 5 (Corollaire : intégrité). Pour tous P, Q € R[x],
PQ=0&(P=0)ou(Q=0)

Démonstration.

Remarque. C’est faux pour les fonctions en général (exemples).

II. Division euclidienne et factorisation

1. Théoreme de division euclidienne
Définition 6 (Divisibilité). Soient A, B € R[z]. On dit que B divise A si :
3Q € R[z], A = BQ
Remarque. Si B # 0, @ est unique : VB,Q,Q' € R[z], B# 0= (BQ = BQ' < Q =Q’)
Exemple. A(r) =2*—1, B(x)= 23+ 22+ x+ 1, cherchons Q
Exercice. On pose A(z) = 2® + 2% + 2% + 522 + 2 — 3 et B(x) = 23 + 222 — 1. Trouver Q tel que A = BQ

Théoréme 7 (division euclidienne). Pour tous polynémes A, B € R[z] avec B # 0, il existe un unique
couple (@, R) € R[z]? tels que :
A=BQ+R
{ deg(R) < deg(B)

Q@ et R sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B

Remarque. Analogie avec la division euclidienne des entiers.

Démonstration (De I'unicité). A compléter :

Supposons qu’il existe Q1, Qa, R1, Ra TElS qUE . ... e
MOMETOIIS . .t ettt et ettt e e e e
D’apres la propriété 4, deg(R; — Ra) < ovvvvvvnvnneinnennn. e

Par hypothése, B(Q1 — Q2) = Ro — Ry donc deg(Ra — R1) = ..o oovvviniino..

SiQ1 — Q2 #0, deg(Q1 — Q2) = 0, ce qui implique deg(Ro — Ry) > deg(B), ce qui est impossible.

Ainsi, . Dans ce cas, R, — Ry = B x 0 =0 et donc

Exemple. Calculons le quotient et le reste de la division euclidienne de 2% + 322 — 2 +2 par 22 —x + 1
La méthode (algorithmique) de l’exemple nous convainc que quotient et reste existent en effet, on ne le
démontrera pas formellement.

Exercice. Effectuer la division euclidienne de A(x) = 2%—a* 4+ 23—22 + 1 par B(x) = 23-2.

2. Racines
Définition 8. Soit P € R[z] et a € R. On dit que a est une racine du polynéme P si P(a) =0

e Cas des polynomes de degré 2.

o Trouver des racines évidentes :
— Pi(z) =27 + 18925 — 172° + 23
— Py(x) =5zt — 4a® +22% — bx + 2

Exemples.

Propriété 9. Tout polynéme de degré impair admet au moins une racine réelle (TVTI)

Propriété 10 (Factorisation). Soient P € R[z],a € R.

a est racine de P < (z — a) divise P
< 3Q eR[z],P = (z —a)Q
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Démonstration.

Propriété 11 (Nombre de racines). Soit P un polyndéme et aq,...,a, racines distinctes de P. Alors, il existe
Q € Rx] tel que :

P=(zx—a)...(x —ap)Q
Démonstration. Par récurrence.

Propriété 12 (Conséquences).

e Siai,...,a, racines de P, alors deg(P) > n e Si P admet une infinité de racines, il

est nul
e Si P est un polynéme de degré n, il admet au plus n racines . L
e Des polynémes qui coincident en une

e Si P est un polynéme non nul, il admet un nombre fini de racines . s . .
infinité de points sont égaux.

Définition 13 (Multiplicité d’une racine). Soit P un polynéme, a € R et n € N*. On dit que a est une racine
de P de multiplicité m si :

(x —a)™ divise P et (x — a)™"! ne divise pas P
c’est-a-dire qu'’il existe () € R[] tel que :
P=(r—a)"Q et Qa) £0

Propriété 14 (Admise). Soit P un polynéme et a1, ..., a) des racines de multiplicités respectives my, . .., mg.
Alors, il existe @ € R|x] tel que
k

P = H(:Jc—aj)mf X Q

j=1

Exemple. Soit P(z) = 23—3z? + 4. Vérifier que 2 est une racine de P et déterminer sa multiplicité.

3. Relations coefficients - racines

Ce paragraphe n’est pas exigible.

Exemple. Soit P(x) = 22 + bz + ¢ un polyndme unitaire de degré 2 ayant deux racines 1, z2. Alors, P(x) =
(x —x1) (2 — 22) = 2% — (¥1 + 22)2 + 2172. Par identification, b= ...... etc=......

Ezercice. Trouver deux nombres dont la somme vaut 5 et le produit —14
Exemple. Soit P de degré 3 unitaire de racines «ay, as, ag. Exprimer ag, a1, a2 en fonction des racines.
Ezercice. Application. Résoudre le systéme d’équations suivant :

1 +ro+ax3=1
T1To + T123 + xox3 = —4
T1Tox3 — —4

4. Théoréme de factorisation

Définition 15. On dit qu’'un polynéme P est irréductible si il ne peut pas s’écrire P = QR avec ), R deux
polynoémes non constants.
Remarque : c’est l'analogue pour un polynome des nombres premiers

Théoréme 16 (Admis). Les polynémes irréductibles de R[x] sont les polynoémes de degré 1 et les polynémes
de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.
Théoréme 17 (Admis). Tout polynéme non constant de R[z] peut s’écrire comme un produit de
polyndmes irréductibles, c’est-a-dire formellement :

S

Vz e R, P(z) =\ H(m — a)™ 1_‘[(;462 +bjz +c;)™
k=1

j=1
ou A est le coefficient dominant de P, aq,...,a, sont les racines distinctes de P de multiplicités respec-
tives mq, ..., m, et by, ..., bs,c1 ..., cs vérifient pour tout j : b? —4c; < 0.

Cette décomposition (avec des polyndmes unitaires) est unique.
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Remarque (Culturel). Le «vrai» résultat, c’est que tout polynéme de C[z] s’écrit comme un produit de poly-
némes de C[z] de degré 1 : C est le bon univers dans lequel doivent vivre les polynomes a coefficients réels.
Ezercice. Factoriser les polynémes suivants :
o P(z)=22*-32%+ 22—z +1 o Q(z)=2*+52>+6
On dit que @ est un polynéme bicarré

Factoriser (complétement) un polynéme c’est I’écrire comme un produit de polyndmes irréductibles.
Dans notre boite a outils il y a :

o les racines évidentes (0, —1,1,—2,2...) e le discriminant des polynomes de degré 2
e la division euclidienne par (z — a) ou a est o la méthode pour les polyndmes bicarrés
une racine

Remarque (Encore une remarque culturelle). Factoriser un polynéme quelconque est aussi difficile que de
trouver ses racines, c’est-a-dire, pour des polynomes de grand degré, impossible avec une formule fermée
(comme notre fameux «b? —4ac»). On pourra trouver informatiquement des valeurs approchées de I’équation
P(z) =0.

Exercice. On suppose qu’on dispose d’une fonction P implémentée et de deux variables flottantes a,b telles

que P admette une unique racine « sur [a;b]. Ecrire un programme demandant une valeur ¢ & 1'utilisateur et
donnant une valeur approchée de « a € pres, par dichotomie.

III. Dérivations successives
1. Définitions

Définition 18. On note P’ le polynome dérivé du polynéme P. Si P(z) = > apz”,
k=0

n n—1
P/(.’E) = Z kakxk_l = Z(k + 1)ak+1xk
k=1 k=0

Sin > 1, P’ est un polynéme de degré n — 1.

Définition 19. Soit P € R[z]. On définit par récurrence la j—éme dérivée de P, notée PU) par :
e« PO —p
e VjeN,PUtD = (p(j))/ — (p/)(j)

Remarque. Si j > deg(P), PU) =0

n . n .
Exzercice. Soit P = 3" apz®. Montrer par récurrence que pour tout j € N, PU)(z) = Z (kfilj)!akxk_].
Que vaut PW)(0)? k=0 k=

2. Formule de Taylor ,
s : L P®(0) P® ) k
Exemple. D’apres un exercice précédent, pour tout k € N, ap = —57— et donc : P(x) = > ~—7
k=0

Propriété 20 (Formule de Taylor pour un polynéme). Soit P un polynéme de degré n et a un réel quelconque.

Alors w
" P*)(a
Vr e R, P(x) = Z k!( )(x —a)*
k=0

Démonstration. Deux démonstrations : calcul et binéme de Newton ou poser Q = P(z + a)

Ezercice. Exemple : Ecrire P(z) = 2°—222 + 32 + 5 en fonction de puissances de (z—2).
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3. Lien avec la multiplicité

Propriété 21. Soit P un polyndéme et a une racine de P de multiplicité m. Alors, m est le plus grand entier
tel que a soit racine de P, P’,..., P("™)

Démonstration.

Illustration :

N

Racine simple. Racine double.

Ezercice. Soit n € N*. Montrer que le polynéme défini par P(z) = %xk n’a que des racines simples.

n

»n o

Remarque. Bien siir, les racines de P’ ne sont pas toujours des racines de P (trouver un contre-exemple!).

IV. Décomposition en éléments simples

On n’écrira pas explicitement le théoréme de décomposition en éléments simples (vous pouvez chercher en ligne
st vous voulez) mais il faut savoir traiter des exemples !

Ezercice (Rappel des deux méthodes vues jusqu'a présent). On cherche & décomposer la fraction rationnelle :

2x° + 23 — 2
xd—x?—z+1

fz) =

On pose P(z) =225+ 23 —2et Q(z) =23 — 22—z + 1

1. Effectuer la division euclidienne de P par ) pour écrire f sous la forme R + g ou R est un polynome et
g une fraction rationnelle dont le degré du dénominateur est plus élevé que le degré du numérateur.

2. Factoriser Q(x)

3. On cherche a montrer qu’il existe A1, A2, A3 tels que :

Vo ¢ {-1;1},g(x) = @ ill)z + (x)\_QD + x)\-sl

Dans la formule horrible précédente, comprendre qui sont les ay, les my, et les Ay ;

(a) Méthode 1 : en mettant tout au méme dénominateur, obtenir A1, Aa, A3 par identification des coef-
ficients.

(b) Méthode 2 : Multiplier I'égalité par (x — 1)? et étudier la limite en 1. Utiliser le résultat obtenu
pour déterminer Aq, puis As et A3 par des méthodes similaires.

4. Décomposer de la méme maniere :
20— 25+ 3zt —2+6
(22 4+ 1)(xz—2)
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