A rendre le 22 janvier

Devoir Maison n°1o - Déplacement d’un mobile (Edhec 2006)

On considére un mobile qui se déplace sur les points a coordonnées entiéres d’'un axe dorigine O. Au départ, le mobile est a 'origine
(point d’abscisse 0).
Le mobile se déplace selon la régle suivante : il est sur le point d’abscisse k a 'instant 7, alors 4 Pinstant n + 1 il sera :

* sur le point d’abscisse (k 4 1) avec probabilité Z—ié

. 5 . qes 1

* sur le point d’abscisse 0 avec la probabilité 3
Pour tout n € N, on note X, I'abscisse de ce point 4 'instant n. On a donc : Xy = 0. On admet que pour toutn € N, X, est une
variable aléatoire définie sur un espace (€2, P) et on pose u, = P(X,, = 0).

n
On admet finalement: Y § ——— +00
k=1 n—-+0o0

1. Vérifier que X1 (§2) = {0; 1} puis donner la loi de X
Au départle mobile se trouve en o, et ne peut que rester sur place ou avancer de 1. Ainsi X (€2) = {0; 1}. De plus, la probabilité
0+1 _

que le mobile avance de 1 est (75 = 2. Ainsi, P(X; = 0) = P(X; = 1) = 1. X suit une loi uniforme sur [|1; 2|] / une loi

de Bernoulli de parametre %

2. Déterminer de méme la loi de X5
Je vous encourage a faire un arbre pour visualiser la situation. Puisqu’a chaque étape, le mobile peut avancer ou retourner en 0,
en deux étapes le mobile a au plus avancé de 2, dott X2(2) = {0; 1;2}. De plus, d’apres la formule des probabilités totales
dans le systeme complet dévénements associé a X :

1 1 1 1 1 1 5
P(X2 = 0) = P(X1 = 0)P(x, =0 (X2 = 0) + P(X1 = VP, (X2 = 0) = 5 x5+ 5 X 5 =1 + 5 = 15
De méme :
1 1 1 1
P(Xg = 1) = ]P’(Xl = O)P(Xlzo)(X2 = 1) +]P>(X1 = I)P(Xlzl)(X2 = 1) = 373 + B x 0= 1
1 1 2 2 1
ED(XQ = 2) = P(Xl = O)P(Xlzo)(.XQ = 2) +]P>(X1 = ]-)P(Xlzl)(XZ = 2) = 5 x 0+ 5 X g = 6 = §

;. 5 ., . 7. . .\
On vérifie : % + % + 15 = 1. On peut aussi économiser un calcul et utiliser cette relation pour trouver la derniere valenr

3. Montrer par récurrence que pour tout n € N, X, (Q2) = [|0; n|]

— Initialisation : pourn = 0, X () = {0}
— Hérédieé : soitn € Ntel que X, (Q) = [|0; n]]. Pour toutw € il existe k € [|0; n|] tel que X, (w) = k. Ainsi, dapres
énoncé, il y a deux possibilités au rangn + 1 :
— 7L+1(w) =0
— Xpti(w) =k+1e]l;n+1]
Ainsi, X141 (22) = [|0;n + 1|] et la récurrence est établie.

4. (a) En udilisant la formule des probabilités totales, montrer :

k

Vn e N*\Vk € [|1;n]],P(X, = k) = Y

P(X,_1=k—1) (1)

Soitn € N* soit k € [|1;n]]. On considere le systtme complet d’événements associé 2 X,,_ ;. D’apres la formule des

probabilités totales,
n

P(Xn - k) - ZP(Xn—l - j)P(anlzj) (X'n, - k)

Or,pour j # k — 1,P(x, (X, = k) = 0 (on ne peut qu'avancer de 1 ou aller en 0)

Ainsi,

k—1+1 k
k—14+2 k+1

P(Xn = k) = ]P)(Xn,1 = kf]—)P(Xn,lzk—l)(Xn = k) = P(Xn,1 = k’*].)X ]P)(Xn,1 = If*l)

(b) En déduire:
1

k

En utilisant la question précédente, raisonnons par récurrence sur n.
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0) = 1 X ug. La propriété est initialisée.

— Inidalisation : pourn =0,k =0,P(Xo=0) =1 x ]P’(
Up—. Soit k € [|0;n + 1]].

— Hérédité : soitn € Nvérifiant: VE € [|0;n|], P(X,, = k) k+1
— Sik = O, alors ]P)(XnJrl = 0) =1x ]P)(XnJrl = 0) =1x Up4-1-
— Sik # 0, d’apres la question précédente,

0=

k k 1 1
1) = Up—(k—1) = k Un+1—k

P(Xyy =k P(X, =k — .
(Xn1 = k) = =7 P( k1l k—1+1 1

La récurrence est établie.
— Conclusion: ¥n € N,Vk € [|0;n|],P(X,, = k) = ﬁ_lun,k

(c) Enremarquantque Y P(X, = k) = 1 (2justifier!), montrer:
k=0

Vn € N, —7 =1
" j;on—j—i—l

n) est un systéme complet d'événements. Ainsi, > P(X

Puisque X,,(©2) = [|0;n], alors (X, = 0,...,X,, =n
k=0
k) = 1. Or, d’apres la question précédente, P(X,, = k) = k+1un . Ainsi :
" Uy
n—k _ 1

Pt kE+1

En posant le changement d’indice j = n — k :
—~n—7+1

Attention, pour les sommes, on garde les indices dans ordre croissant (7 = 0 — n et pasn — O comme on aurait écrit dans

une intégrale)
(d) En utilisant les valeurs de ug, u1, ug, déterminer la valeur de ug

:
ug = 1,u; = %, up = 15. Or, grice a la question précédente avec n = 3,

En remplagant par les valeurs numériques :
1 1 5 24 —-6—-4-5 9 3

’LL3 = 1 ————— —_——= e —
4 6 24 24 24 8

Penser a simplifier les fractions!
(a) Enremarquant que la relation 1 peut se réécrire (k + 1)P(X,, = k) = kP(X,,—
Vn e N E(X,) — E(X,—1 = uy

= k) = kP(X,—1 = k — 1). Sommons cette égalité pour

1 =k — 1), montrer :

Soit n € N*. Pour tout k € [|1;n[], (k + 1)P(X

kEelll;n]: . .
S+ DP(Xy=k)=> kP(X,_1=k—1)
k=1 k=1
B(X)+ Y P(Xn = k) = 3G+ DP(Xaos = ) = B(Xuor) + 3 P(Xnos =
k=1 j=0 =0

Puisque ) P(X,, = j) = 1, on obtient:
=0

ie.

E(X,) — BE(Xp_1) = uy
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(b)

()

(e)

Grace 2 un télescopage, en déduire une écriture de E(X,,) en fonction des termes de la suite (u, )
Sommons la relation précédente de 13 n :

ZE E(Xk-1) Zuk

k=1

Par téléscopage, puisque E(X() = 0

Pour tout entier n non nul, montrer :

n—1

U U
Y= ) -
jzon—] jzon—]—i—l

Déduire de ces deux résultats : Vn € N* u,, = _]20 MLTJ_]_H)

n—1
=1.Aurangn — 1 (n — 1 € N), cela donne Z

On a déja montré Z = 1. Par ailleurs,

n+1 —J n— ]

“”Z J+1—Zm !

En soustrayant les deux membres de I¢galité, on trouve :

n—1 W n—1 s n—1 1 1 n—1 W
_ J J — ) _ - J
w2 S = () S S e

Jj=0 J=0 ’ ‘ J=0

Montrer que pour tout n € N*, pour tout j € [|0;n — 1|] = ])(u; 7 2 s ])(n+1)

Pourj > 0,n —j + 1 < n+ 1. Par décroissance de la fonction inverse sur R,

7‘.“ > W .On multiplie ensuite

7> un nombre positif, et on obtient :

Uj > ’U,j
(n—j)n—j+1) ~ (n—j)n+1)
En déduire u,, > n+_1
Ainsi : ) . .
n— n— 1 n— uJ 1
Up = - = - = X 1
j;)(n—])(n—j—i—l J:O +1) n—&-l]z::on—j n+1

S 1
Ainsi:u, > T

Déterminer finalement la limite de E/(X,).
Question hors programme pour le moment, mais pour justifier tout ce qu on vient de faire! On verra plus tard dans lannée
n—1

1
que J; ]+1 ?) —+00. Ainsi E(Xn) m 400




