Mathématiques - Séance du Vendredi 13 mars

Feuille d’exercices n°19.

Convergence d’intégrales

Exercice 1. Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

L. [} In(t)dt 4. [0 d A N ﬁﬁrﬁ))dt
2. f0+°° e dt 5. fol cos? (1) dt
3. [ (nt)e 6. [ ttdt 8. [ W) gy
. . o Y n(z)
Exercice 2. En comparant avec une fonction de la forme x®, montrer que l'intégrale /0 dx

3
xr4
converge.

Exercice 3. La fonction z — \/% est-elle intégrable sur |2; 4o00[?
Calcul d’intégrales

Exercice 4. Justifier la convergence puis calculer la valeur de I'intégrale suivante : f0+°O te=Vidt.
On posera u = \/t, puis on pourra mtégrer par parties.

1. En effectuant le changement de variable défini par u = /¢, déterminer une primitive de la
fonction définie sur Ry par f : t +— cos(v/%)

Exercice 5. 2. Déterminer la convergence de l'intégrale f0+oo f(t)dt et en cas de convergence déterminer

sa valeur.

1

3. Mémes questions pour f : ¢+ Toet

arctan(2z)—arctan(z)
T

1. Montrer que la fonction z € R se prolonge par continuité en 0

2. Montrer que pour tout A > 0,

A 24
/ arctan(2z) — arctan(z) de :/ arctan(x) de
0 z A 33

Exercice 6.

, . A 2x)— a
3. En déduire un encadrement de [; arctan( x)x arctan() ;..

arctan(A), arctan(2A4) et In(2)

400 arctan(2z)—arctan(z)

4. Montrer que [, -

en fonction de

dx converge vers

mIn(2)
2

1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que : f0+oo(arctan(x +1) —
arctan(z))dx converge.

2. Montrer :

X+1

. ™
Exercice 7. arctan(z)de —— —
b'e X—+oo 2

3. Calculer fol arctan(x)dz

4. Calculer la valeur de f0+oo(arctan(x + 1) — arctan(z))dx

Exercice 8. On note I = fO% In(sin(t))dt ; J= fO% In(cos(t))dt
1. Montrer que I et J sont des intégrales convergentes.
2. En utilisant le changement de variable u = 5 — ¢, montrer que I = J
3. Montrer que pour tout ¢ € R, sin(t) cos(t) = 3 sin(2t). En déduire : [+J = —% ln(2)—|—f0% In(sin(2t))dt
4

. Montrer : 2] = —7 In(2) + I puis conclure avec la valeur de I.
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Eléments culturels

Exercice 9 (Un résultat théorique : lemme de Riemann-Lebesgue).
Soit f : [0; +0o[— R une fonction de classe C! intégrable.

1. En intégrant par parties, montrer que pour tout A > 0, fOA f(t) cos(xt)dt tend vers 0 lorsque x — +00

2. En déduire que f0+oo f(¢) cos(xt)dt tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

On pourra revenir & la définition de la limite avec un € et trouver un A tel que f;oo |f()|dt < e

Exercice 10 (Une intégrale convergente mais pas absolument convergente : l'intégrale de Dirichlet).
L’objectif de cet exercice est de montrer que I'intégrale [ oo sin t) dt est convergente mais pas absolument
convergente. La, fonction t Sm(t)
comportement aux bornes de ]R+

, appelée sinus cardlnal, est continue sur |0; +oo[, étudions donc son

1 sm( )

1. Etude sur ]0; 1]. Justifier que I'intégrale f, dt converge.
2. Etude sur [1; +oo[ Posons x > 1 et étudions F(z) = [, Smt(t) dt

(a) Montrer : F(,’,U) = —M + COS + fz Cos(t dt

(b) En déduire que F converge quand z tend vers +oo puis que [
convergente.

+oco 51n(t) dt est une 1ntegrale

3. Non intégrabilité.
(a) Soit n € Net ¢ € [(n— 1)m;nx]. Justifier :

[sin(®)]  [sin(®)]

=
t nm

nm : t 2
(b) En déduire : / [sin@®l 5 2
(n—1)7 t nmw
(c) En utilisant la série de terme général -2, justifier que I'intégrale [, oo |Sm(t Lsin®l gt diverge.

Pour aller plus loin : vous trouverez sur Bibmath un exercice permettant de determlner la valeur de
f-i-OO sin(t) dt
0 t


https://www.bibmath.net/ressources/justeunexo.php?id=1651

