A rendre le 19 mars

Devoir Maison n°14 - Une valeur étonnante

Dans ce probléme, on étudie la suite (.5),) définie pour n > 1 par:

1 1 "1
S, =1 —:E =
Tttt :p

Lobjectif de cet exercice est d’étudier la limite de la suite (.S}, ). On considére pour tout entier p > 0 les deux intégrales :

™

3 3
I,= / cos?(t)dt 5 J, = / t2 cos?P (t)dt
0 0

1. Introduction : calculer la valeur de I et de Jj.
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2. Convergence de la suite (J, /1)
(a) Pour toutt € [0; T, établir I'inégalité :
tggm@

On pourra utiliser deux dérivations
Posons f : t +— T sin(t) — tsur [0; T]. f est deux fois dérivable et pour tout ¢ € [0; 5],

Pourt € [0; 3], f”(t) < 0. Ainsi, f’ est décroissante et f/(0) = 2 —1 > 0, f' (5) = —1 < 0 On en déduit qu’il
existe un réel o € [0; 7] tel que le tableau de variations de f soit le suivant :

x 0 o g
f'(z) + 0 -
fle)
f(0)=0 /(3)=0

Ainsi, f est positive sur [0, §],ie.: V¢ € [0; 5], T sin(t) >t
(b) En déduire pour toutp > 0,

4
Pour t € |[0; g], d’apres la question précédente: 0 < ¢ < 7 sin(t) donc 2 < (g sin(t))2 (croissance de la fonction
carrée sur R ).
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En multipliant par cos?P (¢) qui est positif, puis par croissance de Pintégrale :
p p q % puis p g

T [
< / (1 — cos?(t)) cos™ (¢)dt
4 Jo
2
< Z(Ip — Ip 1) par linéarité de P'intégrale

(c) Enintégrant par parties, établir une relation de récurrence entre I, 1 et I,,.
Indication : on pourra poser v’ (t) = cos(t) et v(t) = cos?PT1(¢)
Soit p € N. Les fonctions sin et cos?? ! sont de classe C! donc :

[NE]

It :/ cos?PTL (1) cos(t)dt
0

= [cos®(2) sin(t)]f - /OE sin(t) x (2p 4+ 1) x (—sin(t)) x cos?P(t)dt
=0+ (2p+1) /3 sin?(t) cos?P (t)dt
0

=2p+1) /05(1 — cos?(t)) cos(t)dt

= @2p+ 1)y = p11)

Ainsi,| (2p 4+ 2)Ip41 = (2p+ 1)1, ‘ou encore: I = ggiéjp
(d) Déduire des résultats précédents :
Ip
- ——0
Ip p—+oo
D’apres les questions b et ¢, pour tout p > 0,
2 2 2p+1 2
0<J, < —(,—1I,11)=—(1, — 1,) = I
sl sl -Ln) =7 2p+2’) 8(p+1)"

Ainsi, puisque I, est toujours strictement positive (intégrale d’une fonction continue positive et non nulle) :

n< < ———
S, S8

SN P . 1 .
D’apres le théoreme des gendarmes, puisque o 0, alors : >

3. Convergence et limite de la suite (.S,)

(a) Enintégrant deux fois par parties, montrer que pour tout p > 1,
I, =p((2p — 1)Jp—1 — 2pJp)

2
Pour passer de I}, a Jp,, on va tenter deux intégrations par partie en primitivant 1 en ¢ puis ¢ en % Les fonctions polyno-
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miales et les fonctions trigonométriques étant de classe C L les intégrations par parties sont licites et pour toutp > 1

2 bl T 42
=2p ({t sin(t) costl(t)}O — /0 %(cos(t) cos?PL(t) 4 sin(t)(2p — 1)(sm(t))cos2<p1>(t))dt>

2
— _ v ﬁ 2p _ : ﬁ in? 2(p—1)
=2p|(0 5 €O (t)dt+ (2p — 1) 5 Sin (t) cos (t)dt
0 0
=p(—=Jp+ (2p — 1)(Jp-1 — Jp)
=p((2p = 1)Jp1 — 2pJy)
(b) En déduire :
Jp—1 I 1

vp > 1 = —
L A

Soit p > 1. Maintenant, il serait temps d avoir le réflexe d’introduire toutes ces variables sans se poser de questions!

I, =p((2p — 1)Jp_1 — 2pJ,) <= I, =p(2p—1)J,_1 — 2p*J,

1
<~ Jp = TpQ (p(2p — 1)Jp_1 — Ip)

Ainsi, 22 = ﬁ (p(2p - 1)‘]‘}—;1 - 1>.On en déduit :

J[)—l ﬁ Jp—l 217 -1 Jp—l 1
IP

Ipfl Ipfl 2p Ip 2p?
Jp,1 2]9 -1 Jp,1 .
— — + —— d’apres la question 2c
I 2p 2%;1[p—1 2p? b 1
1
=5

(c) En utilisant les valeurs de Jj et I et la relation de la question précédente, déterminer la limite £ de la suite (.S,,)
Soitn > 1.

p=1 p
n
2y 5
— o3
p=1 p
n
Jpo—1 I,
=2 Z -2 d’apres la question précédente
Iy I
p=1
Jo  Jn ) )
= — — — | enreconnaissant un télescopage
IO In
Oﬁ_ﬂ3><2_ﬂitd> \I i QdQ OO d'd't-
59 = Soxx = 13 et daprésla question 2d, 72 —>n—>+oc " On en déduit :
w2 g2
S, — 32X — = —
n—-+o0o 12 6

(d) Ecrire un programme en Python qui demande 2 'utilisateur un entier n et affiche le premier entier m tel que

S — €] < 1077
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from math import pi, abs
n = int(input("entrer un entier"))
eps = 10**(-n)

1 = pix**2/6
s =0
m=20

while abs(s - 1) > = eps :
m=m+ 1
s = s + (1/m**2)

print (m)

Mais qu’est-ce que 7 vient faire ici? Cliquez sur le PDF pour une explication vidéo dans le monde de la physique,



https://www.youtube.com/watch?v=d-o3eB9sfls&pp=ugMGCgJmchABugUEEgJmcsoFG3RocmVlIGJsdWUgb25lIGJyb3duIHBpXjIvNtgHAQ%3D%3D

