Feuille d’exercices n°20'

Exercice 6. Soit F le sous espace vectoriel de E = C%([0;2]) des fonctions affines sur [0; 1] et affines sur
[1;2]. Montrer que F est effectivement un sous-ev de E et en trouver une base.
Soit f une fonction de F. Il existe des réels a, b, ¢, d tels que f s’écrive :

Froe ar+b sixzel0;1]
o cx+d six€]l;2

Par ailleurs, puisque f est continue : a +b = ¢+ d, i.e. par exemple d = a + b — ¢. Ainsi, f est combinaison
linéaire des fonctions :

g::L'H{x Slxe[(l):’} i h:x—1 ; ker—>{

1 0 si z € [0;1]
1 sizell;2] 1

1
x—1 sizel[l;2]

F = Vect(g, h, k) et dim(F) =3
Exercice 9. Déterminer la dimension des espaces vectoriels suivants :
_ a a+b
1.F—{<O 2a>|a,b6R}

1 1 0 1

P =ver((g ) (o o

0 2
base de F', qui est donc de dimension 2

2. G:{(i ZZ) |x+2y+z:06ty+z—2t:0}
V(x,y,2,t) € R4,

)) Ces deux matrices n’étant pas proportionnelles, elles forment une

x oy r + 2y + =z = 0
(z t>€G<:>{ y + 2z — 2t = 0
— r = z — 4t

y = —z + 2t

Ainsi, G = {(Z_Z4t _Z;L%) |(2,1) eRQ} = Vect <G _01) ; (_04 ?))

3. H=XKer (M e My(R) = M+ M)
a b

Soith(p d)eMz(R).MEH = M+TM =0 < (Z b>+<

2a b+c\ (0 O
b+c 2d )  \0 0/

Ainsiy, M € H <= a=d=0et b+ c¢=0, ie.

0 b
M= (—b o)

0 1)> et cette matrice étant non nulle, dim(H) = 1

Ainsi, H = Vect ((_1 0

Exercice 10. Trouver deux plans vectoriels de R* en somme directe.
Il y a plein de réponses possibles, le plus simple étant : F' = Vect((1;0;0;0),(0;1;0;0)) = {(z,y, 2,t) €
Rz =t =0} et G = Vect((0;0;1;0), (0;0;0; 1)) = {(x,9, 2,t) € Rtz =y = 0}

Exercice 11. Soient v; = (2,1,3,4),v2 = (0,1,0,1),v3 = (2,2,3,0) et vg = (2,—1,3,7) des vecteurs de
R4. Soit E = Vect(vl,w,vg,m).
1. Montrer que (v1,v2,v3) est une base de E.
v4 = 2v1 — vy — v3 donc Vect(vy, va, v3,v4) = Vect(vy, va, v3). De plus, on vérifie que (vq, ve, v3) forme
une famille libre (& savoir faire). Ainsi, (vq, vs, v3) est une base de E.



2.

Donner un vecteur vy tel que (vy,vs,vs,vs) soit une base de R*. En déduire un supplémentaire F de
E dans R*.
Tl y a plein de choix, mais on peut prendre vs = (1,0,0;0) et F = Vect(vs)

Exercice 14.

1. Montrer que (1, (X +1),...,(X +1)") est une base de E = R, [X].
Cette famille contient n 4 1 vecteurs et E est de dimension n + 1. Il suffit donc de montrer, au choix,
que la famille est libre ou génératrice.

— Meéthode 1 : famille libre. (1, X +1,..., (X + 1)) est une famille de degrés étagés, donc libre.
— Méthode 2 : famille génératrice. D’aprés la formule de Taylor, tout polynome de R,,[z] s’écrit :
n p) (1)
pP= Z o (x+ 1)
k=0
C’est donc une combinaison linéaire des vecteurs (1,..., (z + 1)™).

2. Montrer que ’ensemble F' des polynémes de E qui s’annulent en -1 est un sous espace-vectoriel de
E.
Soit P € E. Il existe des coefficients ag,...,a, tels que P =ap+a1(z+ 1)+ ... +a,(z+1)". En
évaluant en 1, P€ F <= qy =0 < P € Vect(z +1,...,(x 4+ 1)") donc F est un sous-espace
vectoriel engendré par x + 1,..., (z + 1)

3. Déterminer un supplémentaire de F' dans F.
On en déduit que Vect(1) est un supplémentaire de F' dans F.

& Exercice 15. Vrai ou faux ? (Justifier par une preuve ou un contre-exemple).

1. SSFeG=F®H,alorsG=H
Faux. Prenons un contre exemple : F' = Vect((1;0)),G = Vect((0;1)) et H = Vect((1;1)). F& G =
F@® H=R? mais G # H.

2. Si dim(F) + dim(G) = dim(E), alors F& G = F

Faux. Si F, G ne sont pas des sous-espaces vectoriels de F c’est clairement faux. Mais on peut aussi
prendre comme exemple F' = G = Vect((1;0)) dans R2. dim(F) + dim(G) = 2 = dim(R?) mais
F+G=F#R.

Exercice 16. Soit E un espace vectoriel de dimension n et F,G deux espaces vectoriels de méme
dimension p < n. Montrer par récurrence que F et G admettent un supplémentaire commun H (i.e.
FPH=G®H=E)

Dans cet exercice un peu technique, on va faire une récurrence descendante sur la dimension p de F'

et G.

Initialisation Pour p = n. On suppose alors ' = G = E. H = {0} est un supplémentaire commun
aFetad.
Hérédité. Soit p un entier tel que tous F,G sev de E de dimension p aient un supplémentaire
commun. Prenons F' et G des sous-espaces vectoriels de F de dimension p — 1. Puisque F, G ne sont
pas de dimension n, alors FUG # FE. Il existe donc un vecteur ¢ € E qui n’appartient ni & F', ni a G.
Posons H; = Vect(a). Alors, puisque a ¢ F, FN H; = {0}, de méme pour G et donc F & Hy, GP Hy
sont de dimension p. Par hypothése de récurrence, ces deux sev de E de dimension p admettent un
supplémentaire commun Hs. Posons H = H; + Hs et montrons que ¢’est un supplémentaire commun
aFetad.
— F@®H, et Hy sont supplémentaires dans F, donc HyNHy = {0}. Ainsi, dim(H) = 1+dim(Hs) =
l+n—-p=n—(p-1)
— Soit @ € E. Puisque (F & Hy) ® Hy = E, alors il existe f,hy,hs dans F, Hy, Hy tels que
x=f+hi+hy=f+(h1+hsg). Ainsi, F+ H=FE. De méme G+ H = E.

Ainsi, H® F = H ® G = F et la récurrence est établie.

Ainsi, si F' et G ont la méme dimension, ils admettent un supplémentaire commun.



Exercice 17. Dans F = F(R,R), comparer les s.e.v.
1. F = Vect(1, sin, cos, sin(20]), cos(200))

2. G = Vect(1, sin, cos, cos?, sin?, cos(0). sin(J))
On rappelle pour tout z € R : sin(2z) = 2sin(x)cos(z) et cos(2x) = cos?(x) — sin®(z). Ainsi,
1,sin, cos, sin(200) et cos(20]) sont dans G et donc F C G. Réciproquement, sin®(z) = 1 — cos?(z)
donc cos(2z) = 1 — 2sin®*(z). Ainsi, sin*(z) = 3(1 — cos(2z)) donc sin® € F. De méme, cos?(z) =

1

cos(2x) +sin’(z) et puisque sin® € F, cos? € F. Finalement, cos(z) sin(z) = 1

F. Alnsi : .

C’est-a-dire : a-t-on F=G?FCG?GCF?

sin(2x) donc cos . sin €

Exercice 19 (Dimension infinie). On rappelle qu’un espace est de dimension infinie si il n’admet pas
de famille génératrice (finie). Montrer qu’il y a équivalence entre :

1. E est de dimension infinie
2. Pour tout n € N, il existe une famille libre de n vecteurs de FE.

Raisonnons par double implication. Si ' est de dimension finie n, alors on a montré qu’il n’existe pas de
famille libre de n + 1 vecteurs. Ainsi, la deuxiéme propriété implique la premiére. Supposons maintenant

qu’il existe une plus grande famille libre 7 = (eq, ..., e, ). Puisque F est la plus grande famille libre, pour
tout vecteur z € E, (eq,...,e,,x) contient n + 1 vecteurs et est donc une famille lice. Puisque F est libre,
c’est donc = qui s’exprime en fonction de (eq,...,e,). Ainsi, F engendre E et donc c¢’est une base de E :

E est de dimension finie. On a ainsi montré la deuxiéme implication.



