A rendre le 2 avril

Devoir Maison n°1s - deux exercices EDHEC sur les intégrales impropres

I. EXERCICE I - UNE INTEGRALE A PARAMETRE (EDHEC 2004)

W et, lorsque c’est possible, f(z) = f1+oo g (t)dt
1. Déterminer un équivalent de g,;(¢) lorsque ¢ tend vers +0c.
On pourra distinguer les cas : x < 0,2 = 0,2 > 0

Distinguons selon les trois cas :
*Siz <0:2+41<1letdonct™! =o(t).Onendéduit: 1+t + ¢! ~ tetdoncg,(t) ~ 1

On pose pour tout z € R et pour tout t € [1;400], g, (t) =

t——+o0 t—+o0
* Siz=0:t"" =tetl=o(t)doncl +t+ "1 =2t +o(t) ~ 2t Ainsi g, (t) ~ &
t—+o0 <%
¢ Siz>0:t=o0(t"")etdemémel = o(t*F1) donc 1 + ¢ + t*F1 ~ 21, Ainsi: g, (t) et =T
—+00

2. Montrer que le domaine de définition de la fonction f est |0; +00]
A z fixé, g, est une fonction continue sur [1; +o0o[ et donc f1+oo gz (t)dt est bien définie si et seulement si g, (1) est intégrable
au voisinage de +-00. Au vu de la question précédente, puisque % et % ne sont pas intégrables (critére de Riemann) et que
f;roc ﬁ%dt est intégrable siz > 0, alors le domaine de définition de f est |0; +00]

3. Montrer que f est décroissante sur |0; +00]
Soientz,y € R telsquex < y. Alors,z +1 < y + letpour toutt > 1,In(t) > 0 doncIn(t)(z +1) < In(t)(y + 1). Par
croissance de l'exponentielle, on a donc exp((z + 1) In(t)) < exp((y + 1) In(t)) i.e. t* 1 < ¢ +1
Alors t"t1 + ¢ + 1 < Y1 4 ¢ + 1. Par décroissance de la fonction inverse sur R%

1 1

>
Lt +t2+l = 14 ¢4 tyt]

o dt Feo dt
- 0> -
/1 1+t+tw+1—/1 1+t+tytt

e.: f(x) > f(y) etainsi f est décroissante sur R

Par croissance de I'intégrale :

+oo 4t

4. (a) Justifier 'existence de la quantité g(x) définie sur |0; +-00[ par: g(x) = [, T

Soitz > 0.1 — m est une fonction continue sur [1; +00[. Puisque > 0, m ~ ﬁ qui est intégrable par
critére de Riemann. Ainsi, g() est bien définie.
(b) Pour tout z €]0; +00[, pour tout ¢ € [1; +oo], simplifier 'expression : + — 1:tm . Etablir ensuite :
In(2)

Va €]0; +oo, g(z) = —

Soit z €]0; +oo[ett € [1;+00].

e B et A
t 14+ttt +t7)
e
(L)
1
(1 4t7)

Ainsi :

400 1 trfl
)= - — dt
q(T) /1 (t 1 +t$>

—1
dt ¢eant divergentes, on ne peut pas séparer en deux intégrales. Fixons donc A > 0

14t®

/Al frl f_/df/frl
1 :l‘f’t$

= ()]} - [ln(l +))1

Attention, les intégrales de tetde &
et calculons :

—In(4) -~ L (14 47) + éln(Q)

1 A* 1
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AT A* -
OI', T+A® A+—Oo> 1letdoncln (m) — 0. Ainsi :

o0 n
g(gc):/1 ; dt _In(2)

1+ t:z:) T

(c) Endéduire : Vx €]0; +00[,0 < f(z) < @, puis déterminer la limite de f en 400

Pour toutx > Oett € [1;+00[,onal +t+t*Ft > ¢ + o+ donc L

1 < _ 1
THtrteFT = thee+T = §(1+t2)

. Enintégrant :

In(2)

T

0< f(z) <glz) =
Par théoreme des gendarmes, on en déduit : f(x) — 0
xr—r+00

5. (a) Montrer: Vz €]0; 400[,0 < @ — flz) < ﬁ
D’apres les questions précédentes, par linéarité de I'intégrale :

In(2 oo 1 1
& j@ =g - 1@ = [ (s - o)

Or, pour toutt € [1; 400 :

1 1 - 1 + t 4 t.’IJ-‘rl —t— t:1;+1 1

tA+t2) T+t tott T (1 +t2) I+t 4+t b1+ t7) (1 + ¢ 4 to+1)

Cette quantité est toujours positive et : £(1 + %) (1 + ¢ + ¢tT1) > ¢ x ¢7 x t*T1 = ¢2*+2_ Ajnsi:

+o0 1

20+ 1

+o0 1 t7(2x+1)
< Y — £ < 7dt — o
0 = g(‘L) f(‘L) — /1 t2:1;+2 |: 2 + 1

1

(b) En déduire la limite de f(z) lorsque x tend vers 0 ainsi qu’un équivalent de f(z) quand z — 0.

. . + In(2) In(2) 1
Ainsi, Lorsque x — 07, == = 2of1-

— 400 et d’apres la question précédente, f(x) > Par comparaison :

f(x) ——— +00. Par ailleurs, puisque 5—— est négligeable par rapport & 82 on en déduit :
N puisque 57 ghig par rapp z
z—0
In(2)
(T) .1;—K)VOJr X

6. Dresser le tableau de variations de f.
f est décroissante et tend vers +00 en 0, 0 en +00

II. EXERCICE 2 : UNE sUITE D’INTEGRALES (EDHEC 2007)

* _ [too 7
Pour toutn € N*, on pose u,, = 0 Edw

1. Montrer que la suite (4, )nen+ est bien définie.

€ est continue sur [0; +00] et en 00 :
n

Soitn € N*. La fonction x Py

Ainsi, I'intégrale est convergente et donc u,, est bien défini. Ceci étant vrai pour tout n € N*, la suite (uy, ) est bien définie.
1 o= 400 -
* p— € — €
2. Pour tout n € N*, on pose alors v, = [ —w+%dx etw, = [, F—de

(a) Montrer:Vn € N*,0 < w,, < %

Pour toutx > 1,z + % > 1 et donc < 1. Puisqu’une exponentielle est toujours positive, € < e % Par

1 ®
PR . oL >
‘L+ n :L+ n

croissance de I'intégrale :

+oo oo
w, < /1 e dr = [—e_"’}1 =
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(b) Montrer:Vn € N,v,, > LIn(n+1)
Pourz € [0;1],e7" > e~ ! = 1. Ainsi:

<ln (1 + i) —1In (;)) = %(ln(nﬂ)—ln(n)“m(n)) — M

e

(c) Donner la limite de la suite (uy,)

Par relation de Chasles, pour toutn € N: w,, = v, + w,, > vy, > % In(n + 1). Par comparaison, 1, —— +00
- n—-+o0o

3. On se propose de déterminer un équivalent de u,, en +00
o 11 @
(2) Montrer que Iintégrale I = [ 1=¢
1—e™®
x

dx est une intégrale convergente.
l1—e " —(=x)

~
x

La fonction z

est continue sur ]0; 1]. Par ailleurs, = 1. Ainsi, elle se prolonge par

z—0t
continuité et I est une intégrale faussement impropre (donc convergente)

(b) Erablir:¥n € N*,0 < [ L=t dw < 1

Soitn € N*. Pour toutz €]0; 1],z + % > x. Ainsi, la fonction inverse étant décroissante : w-&i < % De plus, —z > 0
donce ™ < 1lie.l—e % >0.0nendéduit: /

On conclut par croissance de I'intégrale.
(c) En déduire un encadrement de v,, valable pour tout n € N*
([61 =~ .[-01 H%duL — v,,.Or, ‘[;)1 —Lrdr = [In(z + 2 )}(1) = In(n + 1). On en déduit:

1 1 P
x4+ o -+ o n

0<In(n+1)—wv,<I

ie.:

In(n+1)—TI<wv, <Iln(n+1)

(d) Donner enfin, en utilisant cet encadrement, un équivalent simple de wy,.
Uy, = Uy, + Wy, Puisque (wy,) est bornée et que v, — In(n + 1) aussi, alors que In(n + 1) — +o0, u, = In(n+1) +
o(In(n)) ~In(n+ 1) ~ In(n)
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