A rendre le 7 mai

Devoir Maison n°16 - Commutant d’une matrice carrée

Soit n un entier naturel non nul. Pour toute matrice A € M, (R), on note:
— C(4) ={M € M, (R)|AM = M A} le commutant de A, i.c. l'ensemble des matrices qui commutent avec A
— R[A] = {P(A)|P € R[z]} l'ensemble des polyndmes en A (qui sont des matrices)
— (Fi,j)1<i,j<n la base canonique de M, (R)
— Tn(R) lensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n

1. Soit A € M, (R). Montrer que R[A] et C(A) sont deux sous-espaces vectoriels de M, (R). Lequel des deux est inclus dans
autre?

* La matrice nulle est bien dans R[A] puisqu’il s’agit de P(A), avec P le polynéme nul.
* Si M, N sont dans R[A], il existe des polyndmes P et () dans R[z] tels que M = P(A) et N = Q(A). Soient A, 11 des
réels. Alors :

AM + N = AP(A) + nQ(A) = (AP + uQ)(A) € R[A]

* Ainsi, R[A] est un sous-espace vectoriel de M, (R)
* La matrice nulle est bien dans C'(A) car0 x A=0= A x 0
* Soient M, N des matrices de C'(A) et A, uv dans R. Alors

(AM + uN)A = AM A + pN A par distributivieé
= AAM + pAN car M, N € C(A)
= A(AM + pN) par distributivité

Ainsi, A\M + uN € C(A)
* Ainsi, C'(A) est un sous-espace vectoriel de M,, (R)
Finalement, pour tout polynéme P = ag + a1z + ... + apa™, P(A) = agls + a1 A+ ... + a, A" qui commute avec A.

On en déduit donc : R[A] C C(A). On regardera dans les questions suivantes si, sur certains exemples, cette inclusion est une
égalité.

1 1 0
2. Onpose A= (0 1 0
0 0 1

(a) Déterminer C(A) et en donner la dimension.

a b ¢
Soit M = [d e f| € M3z(R).Cherchonsa quelles conditions sur a, b, ¢, d, e, f,g,h,iona AM = MA:
g h 1
1 1 0 a b c a b c 110
AM =MA < [0 1 0 d e fl=1|d e f|[0 1 0
0 0 1 g h 1 g h 1 0 0 1
a+d b+e c+f a a+b c
— d e f =|d d+e f
g h i g g+h i
a+d = a
b+e = a+d
c+f = c
d = d
== e = d+e
=17
g = g
g+h = h
i = i
d = 0
a = e
— f -0
g = 0
a b c
<~ M=10 a
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On en déduit :
a b c
C(A) = 0 a 0]|(a,b,c h,i)eR®
0 h 1
C'(A) est de dimension 5

(b) Montrer que A posséde un polyndme annulateur de degré 2.
On cherche une expression de A? en fonction de A et I5. Calculons :

1
A*= 10
0

O = =
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0
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1
0
0

S O =

Ainsi, le polynéme 22 —2x + 1l annule A

(c) A-tonC(A) = R[4]?
Onsaitdéjaque R[A] C C(A). Regardons les dimensions de ces deux espaces. Pour tout polynéme P, d’apres le théoreme
de division euclidienne, il existe un polynéme Q € R[] etdesréels a, btels que : P(z) = (2% — 22+ 1)Q(x) + azx +b.
Ainsi :

P(A) = (A% = 24 + I3)Q(A) + aA + bl3 = aA + bl

On en déduit que R[A] est de dimension 2 (car A, I est une base de R[A]). Puisque C'(A) est de dimension 5, R[A] #
C(A).
3. Soientds, ..., d, desréels distincts et A = Diag(dy, ..., d,,) lamatrice diagonale quia dy, . . ., dy, sur sa diagonale.
(a) Déterminer C(A) et en donner la dimension.
Léquation AM = M A admet poursolution l'ensemble des matrices diagonales (vérifier par le calcul). Ainsi, dim(C'(A4)) =
n
(b) Montrer que la famille (Z,,, ..., A"~ 1) estlibre.

Soient Ag, ..., Ap—1 tels que ALy, + MA + ... + A1 AL = 0. Puisque les puissances de matrices diagonales se
calculent terme par terme, on a pour chacundes d; (i € [|1;n|]): Ao+ d;i+.. .+ )\n_ld?_l = 0. Ainsi, le polyndme

P =X+ Az +...4+ Ap_12" ! admet n racines distinctes d1, . . . , d,. DPuisque deg(P) < n — 1, alors d’apres un
résultat du cours, P estle polynéme nul,ie. A\g = ... = X,y =0
Ainsi, (I,, ..., A" 1) est une famille libre.

(c) A-t-on C(A) = R[A]? D’apres la question précédente, dim(R[A]) > n. Comme par ailleurs, R[A] C C'(A4) quiest de
dimension n, alors dim(R[A]) = dim(C'(A)) = n et avec 'inclusion on obtient R[A] = C(A)

4. Onpose A = (Z ;) une matrice de M(R) en supposant que dim(C(A4)) = 3

(a) Montrer que C(A) N Vect(E11, Eo21) # {0} par un argument de dimension.
D’apres la formule de Grassmann,

dim(C(A)ﬂVect(En, Egl) = dlm(C(A))+d1m(V€Ct(E11, Egl))fdim(C(A)+V€Ct(E11, Egl)) = 57dim(C(A)+V€Ct(E11, )

Puisque nous sommes en dimension 4, dim(C'(A) 4+ Vect(E11, Ea1)) < 4 et donc dim(C'(A) N Vect(Er1, E2p) > 1,
clest-a-dire que cet ensemble n’est pas réduit a 0.

(b) En déduirec =0
Soit M = (; f) .AM = M Asietseulementsi:

h
a c\ (e f\_ (e [\(fa c — ae+cg af+ch\ fae+bf ce+df
b d)\g h) \g h)\b d be+dg bf+dh)  \ag+bh cg+dh
cy = bf
— af +ch = ce+df
be+dg = ag+bh

Supposons M € Vect(E11, Ea1),ie. f = h = 0. Le systéme devient alors :

cg = 0
ce = 0
be+dg = ag

En supposant par Pabsurde ¢ 7 0, on obtientalors: g = 0,e = 0 etdonc M = 0. Or, on sait qu’il existe au moins une
matrice non nulle vérifiant ces contraintes. Ainsi, ¢ = 0
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(c) On montre de méme que C(A) N Vect(E12, Eaa) # {0}. En déduire une contradiction.
Reprenons notre systéme précédent avec cette fois M € Vect(FE12, Eag,ie. e = g = 0. Les équations deviennent :

bf = 0
af +ch = df
bh = 0

Si par I'absurde b # 0, alors f = h = 0, et dans ce cas M = 0, ce qui est une contradiction de la méme maniére. Ainsi,

b=0.

Onsib=c=0,A = “

0
0 d
matrice diagonale avec @ # d, la dimension de C'(A) est 2 et pas 3. Il y a une contradiction avec dim(C(A)) = 3. Sien
revanche o = d, C(A) = M3(R) de dimension 4 # 3 etil y a également une contradiction.
5. Soit A € M,,(R) une matrice vérifiant A™ = 0 et A"~ # 0
(a) Justifier lexistence d’un vecteur non nul X € M,,.1 (R) tel que A" 71X # 0
C’est la contraposée d’une propriété déja vue plusieurs fois : si pour tout X € M,,.1 (R), A1 X =0, alors A1 = 0.

et donc A est une matrice diagonale. Or, on a montré dans la question 3 que pour une

(b) Montrer que la famille (X, AX, ..., A"~ X) est une base de M,,.1 (R)
Puisque cette famille est composée de 7 vecteurs (la dimension de M,,.1 (R)), il suffit de vérifier quelle est libre. Soient

A0y -+ - s Ap—1 des réels tels que :
XX +MAX + ...+ XN 1 ATIX =0

Multiplions cette égalité par An—L,
MNAIX 4+ N1 ATTEX = A0 =0

Or puisque A" = 0, ilen vade méme pour At A2 Ainsion obtient: A\gA" X = 0, et puisque A"~ X =

0, alors .

Ainsi: MAX + ... 4+ X\,_1 A" X = 0 et on recommence en multipliant par An—2 pour obtenir Ay = 0, puis par
An—3 pour obtenir Ay = 0, etc. Finalement: \g = A\ = ... = \,,_1 = 0 et la famille est libre, donc une base de
Mn:,l (R)

(c) Soit M € C(A). Il existe des réels ag, . . ., an—1 tels que M X = aoX + a1 AX + ... + ay—1 A" 1 X . Montrer que
M =qapl, +a1A+ ...+ an_lA"_l
SoitY un vecteur quelconque de M,,.1 (R). Montrons que MY = aoY +. . .—|—an_1A"—1Y.Puisque (X,..., A" 1X)
est une base de M, (R), il existe des réels o, . . . , yn—1 telsque Y = yoX + ... + y,,—1 A" ' X. On en déduit :

n—1
MY =My yAPX
k=0
n—1
= Z Yk AR M X par linéarité et parce que A, M commutent
k=0
n—1 n—1
= Z yk.Ak (Z aiAiX>
k=0 i=0
n—1 n—1
= Z a; A’ Z yr AF X car A*, A¥ commutent
i=0 k=0

n—1
= Z aiAiY
=0

n—1
Ceci étant vrai pour tout vecteur Y, alors M = > a; A’
i=0

(d) Qu’en déduiresur C(A) et R[A]?
Dans la question précédente, on a montré C(A) C R[A]. Lautre inclusion étant toujours vraie : | C(A) = R[A4]
6. Soit T € T, (R).
(a) Montrer que l'ensemble F(T') = {MT — TM|M € T,(R)} est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de dimension

c s . L n(n—1)
lnferleure ou egale a — 5

*0€ F(T)car0 =0 x T — T x 0 (et la matrice nulle est triangulaire supérieure)
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* Soient A1, Ay € F(T) et A1, Ao des réels. Par définition, il existe des matrices M7y, Mo triangulaires supérieures
telles que Ay = M T — T'My, Ay = MoT — T'M,. Alors :

>\1A1 + /\QAQ = )\1(M1T — TMl) + )\Q(MQT — TJ\/IQ)
= (/\1M1 + )\QMQ)T — T(AlMl + )\QMQ)

Or, si My, My sont triangulaires supérieures, alors Ay My + Ao My lest aussi; donec A1 Ay + Ao My € F(T). Par
ailleurs, si M et T sont triangulaires supérieures, MT" et T'M le sont (propriété du cours sur les matrices!) donc
MT — T'M Pest aussi. Regardons les coefficients diagonaux de MT — T'M :sii € [|1;n|]:

(MT —TM);; = (MT)i; — (TM);;

= MyTyi — Y TixMy
k=1 k=1

= M;;Ty; — Ty My; carsik > i, T; = My; = Oetsik < i, Ty, = My, =0
=0

On peut donc dire que les matrices de F'(T") sont triangulaires supérieures strictes et l'ensemble des matrices trian-

. L. . , . . —1 L1
gulaires supérieures strictes étant de dimension %, on en déduit :

nin —1)

dim(F(T)) <

(b) On peut donc se donner une base (M;T — T'M;)1<i<, de F'(T'). On pose G(T') = Vect(Mq, ..., M,). Calculer la
dimension de G(T")

Soient A1, ..., A, des réels vérifiant Ay M7 + ... + \.M, = 0. Alors : <Z )\k]\/[k> T =0xT = 0. De méme
k=1

T(Z /\kMk) =T x 0 = 0. On en déduit :
k=1

.
Z Me(M T —TM) =0
k=1

La famille des (M}, T — T'M},) étantlibre, Ay = ... = A, = 0. Onen déduit dim(G(T)) = r = dim(F(T))
(c) Montrer que 7,(R) = (C(T) N T»(R)) @ G(T)

* Montrons d’abord que ces deux ensembles sont en somme directe. Soit M € C(T") N T,,(R) N G(T'). Alors, par
définition, il existe A1, ..., A, telsque M = A\ My + ... + A\ M,. Ainsi,

TM — MT = Z Ao (T My, — M, T)
k=1
Puisque M & C(T), TM — MT = 0,dou: > \e(TMy, — M;T) = 0.
k=1
Puisque la famille des (T'M}, — M}, T) estlibre, alors Ay = ... = A\, = Oetdonc M = 0M; + ...+ 0M, = 0.
Ainsi, C(T)NT,(R)NG(T) = {0}.
* On considere ¢ l'endomorphisme de T, (R) défini par: (M) = MT — T'M. Par définition, F/(T") = Im(¢p). Par
ailleurs, C(T') N T, (R) = Ker(¢). D’aprés la formule du rang,

dim(7,(R)) = dim(C(T) N T, (R)) + dim(F (1)) = dim(C(T) N T,(R)) + dim(G(T"))

* Avec somme directe + égalité des dimensions, on a I'égalité d’ensembles demandée.
(d) Endéduire : dim(C(T")) > n.
dim(C(T)) > dim(C(T) N T,,(R)). Or, d’apres la question précédente, dim(C(T") N T, (R)) = dim(T},(R)) —

dim(G(T)) = 2 _ gim(G(T)) > 2l _ nlnd) _




