
ECG 1a Chapitre 2 - Raisonnements Septembre 2023Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais :� utiliser orretement les onneteurs logiques � et �, � ou � �� manipuler les quanti�ateurs universel et existentiel �� distinguer une proposition, sa réiproque, sa ontraposée et sa négation �� formuler la négation d'une proposition �� donner un ontre-exemple pour in�rmer une proposition universelle �� reonnaitre et utiliser des types de raisonnement spéi�ques : raisonnement par disjontiondes as, reours à la ontraposée, raisonnement par l'absurde �� mettre en plae un raisonnement par réurrene �1 AssertionDé�nition : en mathématiques, on appelle une assertion ou une proposition une phrase donton peut dire si elle est vraie (V) ou fausse (F).Exemples :� � 2 + 3 � n'est pas une assertion.� � la fontion arré est roissante � est une assertion fausse.� � pour tout réel x, ex > 0 � est une assertion vraie.2 Opérations � ou �, � et �, � non �Dé�nitions : si P et Q sont deux assertions,� l'assertion � P et Q � est vraie quand les deux sont vraies et fausse sinon ;� l'assertion � P ou Q � est vraie dès que l'une au moins est vraie (les deux peuvent êtrevraies : on dit que le � ou � est inlusif), elle est don fausse si les deux sont fausses ;� l'assertion � non P � est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie ('est la négation dela proposition P ).Remarque : pour déterminer si une opération est vraie ou fausse, on peut utiliser des tableaux appelés� tables de vérité �.
P non PV FF V P Q P ou QV V VV F VF V VF F F

P Q P et QV V VV F FF V FF F FLe � ou � mathématique di�ère don du � ou � du langage ourant en français qui peut être exlusif :� fromage ou dessert �.3 Assertions équivalentes et propriétésDé�nition : on dira que deux assertions P et Q sont équivalentes si et seulement si elles ontmême table de vérité. On notera P ≡ Q.Remarque : pour que deux assertions soient équivalentes il faut qu'elles soient toutes les deux vraiesen même temps (et don toutes les deux fausses en même temps).1



Exemple : non (non P ) ≡ PPropriétés - lois de Morgan : si P et Q sont deux assertions,� non (P ou Q) ≡ (non P ) et (non Q)� non (P et Q) ≡ (non P ) ou (non Q)Exemple : � il y a tempête �, 'est-à-dire � il pleut et il vente �. S'il n'y a pas tempête, ela veut dire� il ne pleut pas � ou � il ne vente pas �.Démonstration : non (P ou Q) ≡ (non P ) et (non Q) :
P Q P ou Q non (P ou Q) non P non Q (non P ) et (non Q)V V V F F F FV F V F F V FF V V F V F FF F F V V V VPropriétés - distributivité : si P , Q et R sont trois assertions,� P ou (Q et R) ≡ (P ou Q) et (P ou R)� P et (Q ou R) ≡ (P et Q) ou (P et R)4 L'impliationL'impliation est l'outil prinipal des démonstrations en mathématiques.Dé�nition : si P et Q sont deux assertions, on dé�nit l'assertion � P implique Q �, que l'onnotera P ⇒ Q, par :

P ⇒ Q ≡ Q ou (non P )Table de vérité :
P Q P ⇒ Q ≡ Q ou (non P )V V VV F FF V VF F V

Exemple : dans l'exerie des jetons, les troisassertions � le jeton rond est bleu �, � le jetonrond est vert � et � le jeton arré n'est pasbleu � sont fausses alors que les trois impli-ations proposées dans l'exerie sont vraies.Remarques :� lorsque P est vraie et P ⇒ Q est vraie, alors Q est vraie. C'est la base des raisonnements mathé-matiques ;� lorsque P ⇒ Q, on dit que P est une ondition su�sante à Q, et que Q est une ondition néessaireà P ;� P ⇒ Q est fausse lorsque P est vraie et Q est fausse (autrement dit Q ne se déduit pas de P ).Condition néessaire, ondition su�sante sont des expressions utilisées en lieu et plae de l'implia-tion. En e�et si P ⇒ Q est vraie :� P est une ondition su�sante à Q (il su�t d'avoir P vraie et l'impliation nous donne Q vraie) ;� Q est une ondition néessaire à P : si � on n'a pas Q � alors � on n'a pas P � (il faut que Q soitvraie pour que P soit vraie, f. table).Propriété - transitivité : si P , Q et R sont trois assertions,(P vraie et (P ⇒ Q et Q ⇒ R vraies)) ⇒ R vraie2



Propriété - raisonnement par ontraposée : si P et Q sont deux assertions,(non Q) ⇒ (non P ) ≡ P ⇒ QExemples :1. � S'il pleut, alors je prends mon parapluie �≡ � Si je ne prends pas mon parapluie, alors il nepleut pas �.2. voir la démonstration de � si n2 est impair alors n est impair � (exerie).5 EquivalenePropriété : si P et Q sont deux assertions,si à la fois P ⇒ Q et Q ⇒ P sont vraies, alors P et Q sont équivalentes. On le noteragénéralement P ⇔ Q (P équivaut à Q).Remarques :� la propriété nous dit que P ≡ Q et P ⇔ Q signi�ent la même hose.� lorsque P ⇒ Q est vraie, le fait que Q ⇒ P soit vraie est appelé la réiproque.� la réiproque n'est pas toujours vraie, par exemple un triangle équilatéral est isoèle, mais laréiproque n'est pas vraie.� dans le as d'équivalene, on parle aussi de ondition néessaire et su�sante : P est uneondition néessaire et su�sante à Q (et réiproquement).� autre voable pour parler d'équivalene : � si et seulement si � :
P est vraie (respetivement fausse) si et seulement si Q est vraie (respetivement fausse).� la table de vérité nous indique que P ⇔ Q est vraie quand P et Q sont vraies ou P et Q sontfausses.Propriété - transitivité : si P , Q et R sont trois assertions,(P ⇔ Q et Q ⇔ R) ⇒ P ⇔ RRemarque : 'est e qui nous permet les raisonnements par équivalene : P ⇔ Q ⇔ R ⇔ · · · ⇔ Zpuis on onlut généralement ave � or Z est vraie don P est vraie �.6 Quanti�ateursLes quanti�ateurs sont des symboles mathématiques, que l'on utilise don uniquement dans lelangage mathématique (on ne les utilisera pas omme des abréviations dans des phrases en français).a) Notations

∀ : quel que soit, pour tout ∃ : il existe (au moins un) ∃ ! : il existe un uniqueExemples :� la phrase érite en toutes lettres � pour tout réel x, la valeur absolue de x est positive ou nulle �peut don s'érire : ∀x ∈ R, |x| > 0� ∃x ∈ R, x2 = 25 signi�e � il existe un nombre réel dont le arré vaut 25 �� ∃!x ∈ R, ex = 1 signi�e � il existe un unique nombre réel dont l'exponentielle vaut 1 �� on remarque au passage que es quanti�ateurs sont utilisés pour érire des assertions, et géné-ralement on ne préisera pas � est vraie �.
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b) Combinaison de quanti�ateursIl est possible d'utiliser suessivement plusieurs quanti�ateurs, à ondition qu'ils onernent desvariables di�érentes. L'ordre des variables a alors une importane.Comparons1. ∀x ∈ R, ∃n ∈ Z, n 6 x2. ∃n ∈ Z, ∀x ∈ R, n 6 xL'une est vraie et l'autre est fausse.Dans le premier as, le n est hoisi après le x, il peut don dépendre de l'élément x hoisi. Parexemple pour un x donné, on peut poser n = ⌊x⌋ + 1Dans le deuxième as, le n est hoisi avant le x, il doit don être le même quelle que soit la valeurde x, e qui est impossible. Par exemple x = n− 1 ne véri�e pas la propriété.Exemple : érire ave des quanti�ateurs � pour tout réel m stritement positif, il existe un réel
x, tel que ex = m �.
∀m ∈ R

∗

+, ∃x ∈ R, ex = m) Quanti�ateurs et logiqueNous avons vu plus haut qu'il est possible de dé�nir des assertions qui dépendent d'une variable(par exemple x).Si P (x) est une assertion dépendant de x ∈ E, E étant un ensemble quelonque.1. La négation de ∀x ∈ E, P (x) est ∃x ∈ E, non P (x).Par exemple la négation de � tous les élèves de la lasse portent des lunettes � est � il existeun élève de la lasse qui ne porte pas de lunettes �.2. La négation de ∃x ∈ E, P (x) est ∀x ∈ E, non P (x).Par exemple la négation de � la nuit, il existe un hat qui n'est pas gris � est � la nuit, tous leshats sont gris �.Exemple : si f est une fontion dé�nie sur R et à valeurs dans R, quelle est la négation de � f estpositive sur R � ?La négation est : ∃x ∈ R, f(x) < 07 Di�érents types de raisonnementsRaisonnements ExemplesPour montrer qu'une proposition du type� ∀x ∈ E, P (x) � est fausse, il su�t de trou-ver un ontre-exemple.Autrement dit, on herhe un x ∈ E pourlequel non P (x) est vraie.
Pour tous réels a et b, a 6 b ⇒ a2 6 b2Cette proposition ave fausse, en e�et, ave a = −2et b = 1, on a bien mais a2 = 4 et b2 = 1 don
a2 > b2Pour montrer qu'une proposition du type� ∀x ∈ E, P (x) � est vraie, il ne su�t plus deregarder des as partiuliers. On doit prendreun x �xé, quelonque de E, et on véri�e quepour e x, P (x) est vraie.Rédation : � Soit x ∈ E, (sous-entendu�xé et quelonque), montrons que P (x) estvraie. �.
Montrons que ∀x ∈ R

∗

+, ln

(

1

x

)

= − ln(x)Soit x ∈ R
∗

+par propriété du logarithme :
ln

(

1

x

)

+ ln(x) = ln

(

x× 1

x

)

= ln(1) = 0d'où le résultat.
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Analyse et synthèsePour montrer qu'une proposition du type� ∃x ∈ E, P (x) � est vraie, on onstruit un
x partiulier (parfois à l'aide d'un raisonne-ment au brouillon) et on montre que e xonvient : 'est le raisonnement par analyseet synthèseCe raisonnement est utile également pourdes résolutions d'équations : on suppose alorsqu'il existe une solution et on travaille jus-qu'à trouver des andidats. La synthèse sertà véri�er si les andidats sont solutions

Ave la résolution d'équation :Résoudre l'équation x =
√
x+ 2analyse : soit x solution de l'équation,alors x− 2 =

√
xdon (x− 2)2 =
√
x
2 i.e. x2 − 4x+ 4 = xdon x est solution de x2 − 3x+ 4 = 0or e trin�me admet pour solution −1 et 4don x ∈ {−1, 4}synthèse : −1 n'est pas solution mais 4 est solution.don S = {4}ContraposéeC'est utilisé quand il est plus faile de mon-trer non Q ⇒ non P que P ⇒ Q

Montrons que x3 = 2 ⇒ x < 2On va montrer que x > 2 ⇒ x3 6= 2Soit x > 2, alors x2 > 4 et x3 > 8don x 6= 2 e qui démontre notre résultatAbsurdeParfois, on raisonne en émettant une hypo-thèse, que l'on espère fausse, et qui dois nousonduire à une ontradition (par exemple
1 = 2). Cette ontradition invalide l'hypo-thèse de départ, qui devient fausse.Souvent, l'hypothèse faite est le ontraire durésultat souhaité.

Montrons que la suite (u
n
)
n∈N dé�nie par u0 = 2 et

∀n ∈ N, u
n+1 = u2

n
ne onverge pas.Pour ela, supposons que (u

n
)
n∈N onverge vers unelimite ℓalors lim

n→+∞

u2

n
= ℓ2 i.e. lim

n→+∞

u
n+1 = ℓ2or lim

n→+∞

u
n+1 = ℓ don ℓ = ℓ2don ℓ− ℓ2 = 0 i.e. ℓ(1− ℓ) = 0, i.e ℓ = 0 ou ℓ = 1e qui est absurde ar u0 = 2 et (u

n
)
n∈N est rois-sante (faile à démontrer)don notre hypothèse de départ est faussedon (u

n
)
n∈N ne onverge pasPour démontrer une équivalene P ⇔ Q :on peut montrer suessivement les deux im-pliations P ⇒ Q et Q ⇒ P , ou être trèsrigoureux et n'enhaîner que des assertionséquivalentes. f. exerie ⌊(

√
n+

√
n + 1)2⌋ = 4n+ 1

Disjontion de asParfois la nature de la propriété nous amèneà distinguer des as. Cela peut arriver parexemple lorsqu'un résultat di�ère selon que
n est pair ou impair, ou x positif ou négatif(par exemple ave la valeur absolue).

Que vaut A
n
= (−3)n × 2n ?on peut érire (−3)n = (−1)n × 3ndon A

n
= (−1)n × 3n × 2n = (−1)n × 6n1er as : n est pairalors (−1)n = 1 et don A

n
= 6n2ème as : n est impairalors (−1)n = −1 et don A
n
= −6nRemarque importante : une résolution d'équation ou d'inéquation requiert un raisonnementpar équivalene a�n d'être sûr d'avoir toutes les solutions et non seulement une partie ou desandidats (les raisonnements par analyse/synthèse et par double impliation donnent etteéquivalene). En revanhe, dans tous les autres as, notamment lorsqu'il faut montrer uneproposition du type ∀x ∈ E, P (x) est vraie, les impliations su�sent : éviter alors d'érire parré�exe le symbole P ⇔ Q ar les équivalenes risquent d'être non justi�ées, et potentiellementfausses. 5



8 Raisonnement par réurrenePour démontrer une propriété P(n) dé�nie pour un entier n ∈ [[n0,+∞[[, on aura fréquemmentreours au raisonnement par réurrene.Généralement n0 = 0, 'est-à-dire que l'on démontre une propriété valable pour tout entier naturel.Prinipe du raisonnement par réurrene :1. Initialisation : on montre que la propriété est vraie au rang n0.2. Hérédité : on suppose que la propriété est vraie pour un ertain rang n > n0 �xéquelonque et on montre que la propriété est vraie au rang suivant n+ 1.Autrement dit, montrer que P(n) ⇒ P(n + 1) pour n > n0, un entier �xé quelonque.3. On peut alors onlure que pour tout n > n0, la propriété P(n) est vraie.Remarque : on peut illustrer e raisonnement par une suite de dominos, qui tombent tous à partirdu premier tombé (haun faisant tomber le suivant) ou par le aratère héréditaire en génétique : siune aratéristique se transmet au desendant, dès lors qu'une personne aura ette aratéristique,tous les desendants l'auront également.Exemple et méthode pour la rédation : montrons que pour tout entier naturel n, 5n − 2n est unmultiple de 3Etape 0 - dé�nition : pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P(n) : � ∃k ∈ N, 5n − 2n = 3k �Etape 1 - initialisation : pour n = 0

P(0) est vraie ⇔ 50 − 20 est un multiple de 3or 50 − 20 = 1− 1 = 0 don
P(0) est vraie ⇔ 0 est un multiple de 3e qui est vrai ar 0 = 3× 0, don P(0) est vraie.Etape 2 - hérédité : soit n ∈ N, supposons que P(n) est vraieOn herhe à montrer qu'alors 5n+1 − 2n+1 est un multiple de 3 et pour ela on va se ramenerà l'hypothèse.
5n+1 − 2n+1 = 5× 5n − 2n+1 = 5× (5n − 2n + 2n)− 2n+1

= 5× (5n − 2n) + 5× 2n − 2× 2n = 5× (5n − 2n) + 3× 2nor par hypothèse de réurrene, ∃k ∈ N, 5n − 2n = 3kdon 5n+1 − 2n+1 = 5× 3k + 3× 2n = 3× (5k + 2n)don 5n+1 − 2n+1 est un multiple de 3don P(n + 1) est vraieEn résumé, nous avons montré que :
P(0) est vraie et que ∀n ∈ N,P(n) est vraie ⇒ P(n + 1) est vraieEtape 3 - onlusion : par théorème de réurrene on en déduit que ∀n ∈ N,P(n) est vraie.
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