
ECG 1a Chapitre 3 - Sommes et produits Otobre 2023Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais :� utiliser les notations∑ et ∏ �� à l'aide de leurs propriétés (respetives), transformer les sommes : linéarité, relation de Chasles ;ou les produits : produit de produits ou de quotients, relation de Chasles �� reonnaitre et simpli�er les sommes remarquables : ∑ k,
∑

k2, sommes géométriques etsommes télesopiques. �� expliiter et manipuler le symbole n! (fatorielle de n) �� manipuler des sommes doubles sur des as simples : n
∑

i=0

p
∑

j=0

�Ce hapitre repose sur la volonté de simpli�er l'ériture d'opérations omme : 1+ 2+ 3+ · · ·+50 ou
u0 + u1 + u2 + u3 + · · ·+ un (umul des termes d'une suite).1 Sommes1.1 Premiers pasDé�nitions et propriétés Remarques et exemplesDé�nitions - notation : si n estun entier positif et a0, a1, . . . , andes nombres réels quelonques,on pose :

n
∑

k=0

ak = a0 + a1 + · · ·+ anEt plus généralement si p est unentier tel que 0 6 p 6 n :
n
∑

k=p

ak = ap + ap+1 + · · ·+ an

Entre 0 et n, il y a n + 1 entiers,on dira que n
∑

k=0

ak ontient n + 1termes

Remarques :� l'indie de sommation est une lettre muette : n
∑

k=0

ak =
n
∑

i=0

ai� n
∑

k=p

ak ontient n+ 1− p = n− p+ 1 termes� p
∑

k=p

ak = ap (il n'y a qu'un seul terme) ;� pour tout réel a, n
∑

k=0

a =(n+ 1)a et n
∑

k=p

a =(n− p+ 1)aAve la notation∑, on érit :
1 + 2 + 3 + · · ·+ n =

n
∑

k=1

k

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
=

n
∑

k=1

1

k

1 + q + q2 + · · ·+ qn =

n
∑

k=0

qkDe ∑ à l'expression développée :
4
∑

k=1

k2 = 1 + 4 + 9 + 16

n
∑

i=0

1

1 + i
= 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n+ 1
n
∑

j=1

10

1 + j2
=

10

2
+

10

5
+

10

10
+ · · ·+ 10

1 + n21



1.2 Premières propriétésPropriétés ExemplesLinéarité :
n
∑

k=p

(ak + bk) =
n
∑

k=p

ak +
n
∑

k=p

bket pour λ réel n
∑

k=p

λak = λ

n
∑

k=p

ak

15
∑

k=1

(k + k2) =
15
∑

k=1

k +
15
∑

k=1

k2en e�et 15
∑

k=1

(k + k2) = 1 + 12 + 2 + 22 + · · ·+ 15 + 152e qui est la même hose que
1 + 2 + · · ·+ 15 + 12 + 22 + · · ·+ 152
n
∑

k=1

3k = 3

n
∑

k=1

k en e�et 3× 1 + · · ·+ 3× n = 3× (1 + · · ·+ n)Relation de Chasles :ave p 6 j < n
n
∑

k=p

ak =

j
∑

k=p

ak +
n
∑

k=j+1

ak

La somme des entiers de 1 à 50 vaut la même hose que la sommedes entiers de 1 à 27 plus la somme des entiers de 28 à 50Inégalité triangulaire :
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=p

ak

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

k=p

|ak|

Exemple :
| − 5 + 2− 11| 6 | − 5|+ |2|+ | − 11|en e�et 14 6 18Remarque : attention ( n

∑

k=p

ak

)(

n
∑

k=p

bk

)

6=
n
∑

k=p

(akbk) en général.Pour s'en onvainre, on peut tester ave p = 0, n = 1 et a0 = a1 = b0 = b1 = 11.3 Sommes usuelles� n
∑

k=1

k =

n
∑

k=0

k =
n(n + 1)

2� n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6� sommes géométriques de raison
q ave q 6= 1 : n

∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− qPlus généralement, ave p 6 n,
n
∑

k=p

qk =
qp − qn+1

1− q� sommes télesopiques :
n
∑

k=0

(ak+1 − ak) = an+1 − a0

1000
∑

k=1

k =
1000× 1001

2
= 500× 1001 = 500 500

10
∑

k=1

k2 =
10× 11× 21

6
= 5× 11× 7 = 385

n
∑

k=0

2k =
1− 2n+1

1− 2
=

1− 2n+1

1− 2
= 2n+1 − 1

20
∑

k=10

2k =
210 − 221

1− 2
=

210 − 221

−1
= 221 − 210

99
∑

k=1

[

(k + 1)2 − k2
]

= 1002 − 12 = 10 000− 1 = 9 999Pour la somme télesopique : n
∑

k=0

(ak+1 − ak) = (a1 − a0) + (a2 − a1) + (a3 − a2) + · · ·+ (an+1 − an)Ce que l'on démontre ave la linéarité, un hangement d'indie (f. 1.4) et la relation de Chasles :
n
∑

k=0

(ak+1 − ak) =
n
∑

k=0

ak+1 −
n
∑

k=0

ak =
n+1
∑

k=1

ak −
n
∑

k=0

ak =
n
∑

k=1

ak + an+1 − (a0 +
n
∑

k=1

ak) = an+1 − a02



1.4 Changement d'indieIl existe plusieurs façons d'érire une même somme, par exemple :
n
∑

k=0

1

(1 + k)2
= 1 +

1

22
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2
qui peut aussi s'érire n+1

∑

i=1

1

i2Propriété - hangement d'indie :
n
∑

k=0

ak =

n+1
∑

i=1

ai−1plus généralementpour p ∈ N∗,

n
∑

k=0

ak =

n+p
∑

j=p

aj−p

Exemple :ave x ∈ R et n ∈ N∗,

n
∑

k=1

xk−1 =

n−1
∑

i=0

xi à l'aide du hangementd'indie i = k − 1Remarque : dans la pratique on hange la lettre dans la nouvellesomme pour marquer le hangement d'indie.2 ProduitsDé�nitions et propriétés Remarques et exemplesDé�nition - notation : ave n ∈ Net a0, a1, . . . , an des nombres réels(ou omplexes) quelonques, onpose :
n
∏

k=0

ak = a0 × a1 × · · · × anet plus généralement ave p ∈ Ntel que 0 6 p 6 n :
n
∏

k=p

ak = ap × ap+1 × · · · × an

Un exemple bien onnu : n
∏

k=1

2 = 2net plus généralement n
∏

k=p

2 = 2n−p+1

5
∏

k=2

ak = a2 × a3 × a4 × a5

5
∏

i=2

b10−i = b8 × b7 × b6 × b5Dé�nition - exemple : pour toutentier n ∈ N∗, on dé�nit l'entierfatorielle de n (ou n fato-rielle) par :
n! =

n
∏

k=1

k = 1× 2× · · · × nPar onvention on pose 0! = 1

Remarque : on peut aussi dé�nir n! de manière réurrente par
0! = 1 et (n+ 1)! = (n + 1)× n!.Exemples : 3! = 1× 2× 3 = 6

4! = 4× 3! = 24

5! = 5× 4! = 120

6!

3!
=

6× 5× 4× 3!

3!
= 120Propriétés : ave λ ∈ R,

n
∏

k=1

λ = λn, plus généralement n
∏

k=p

λ = λn−p+1 et n
∏

k=1

λak = λn

n
∏

k=1

ak

n
∏

k=0

(ak × bk) =

(

n
∏

k=0

ak

)

×
(

n
∏

k=0

bk

) si ∀k ∈ [0;n℄ bk 6= 0, alors n
∏

k=0

ak

bk
=

∏n

k=0
ak

∏n

k=0
bkRelation de Chasles : ave 0 6 j < n, n

∏

k=0

ak =

(

j
∏

k=0

ak

)

×
(

n
∏

k=j+1

ak

)Produit télesopique :si a0, . . . , an sont non nuls,
n
∏

k=0

ak+1

ak
=

an+1

a0

n
∏

k=0

√
k + 1√
k

=

√
n + 1√
1

=
√
n+ 1

3



Fontions exponentielle et logarithme : de la somme au produit ou du produit à lasommePour tous réels ap, . . . , an,
∀a ∈ R, ∀b ∈ R, ea+b = ea × eb se généralise en exp

(

n
∑

k=0

ak

)

=

n
∏

k=0

exp(ak)Si ∀k, ak > 0, alors ∀a, b > 0, ln(a) + ln(b) = ln(a× b) se généralise en n
∑

k=0

ln (ak) = ln

(

n
∏

k=0

ak

)

Démonstration et méthode pour la rédation d'une réurrene ave une somme :On va démontrer la deuxième propriété, pour n ∈ N, on pose P (n) :

n
∑

k=0

ln (ak) = ln

(

n
∏

k=0

ak

)Initialisation : P (0) est vraie ⇔
0
∑

k=0

ln (ak) = ln

(

0
∏

k=0

ak

)

⇔ ln(a0) = ln(a0)e qui est vrai, don P (0) est vraie Hérédité : soit n ∈ N, supposons que P (n) est vraieon va faire le lien en utilisant la relation de Chasles : n+1
∑

k=0

ln (ak) =

n
∑

k=0

ln (ak)+ ln(an+1)or par hypothèse de réurrene n
∑

k=0

ln (ak) = ln

(

n
∏

k=0

ak

)don n+1
∑

k=0

ln (ak) = ln

(

n
∏

k=0

ak

)

+ln(an+1) = ln

[(

n
∏

k=0

ak

)

× an+1

]

= ln

(

n+1
∏

k=0

ak

) d'où P (n+1)3 Sommes doublesIl est possible de dé�nir une somme de somme, on parle alors de somme double. On peut le voiromme la somme des éléments d'un tableau et dès lors que les indies sont indépendants, on véri�e :Propriété : ∑

16i6n

16j6p

aij =
n
∑

i=1

(

p
∑

j=1

aij

)

=

p
∑

j=1

(

n
∑

i=1

aij

) voir l'exemple i-dessous
i�j 1 2 . . . j0 . . . p

1 1 1 . . . 1 . . . 1

p
∑

j=1

a1j = p× 1

2 2 2 . . . 2 . . . 2... ... ... ...
i0 i0 i0 . . . i0 . . . i0

p
∑

j=1

ai0j = p× i0... ... ... ...
n n n . . . n . . . n

p
∑

j=1

anj = p× n

n
∑

i=1

ai1 =
n(n+ 1)

2

n
∑

i=1

aij0

n
∑

i=1

aip

p
∑

j=1

(

n
∑

i=1

aij

)

=
n
∑

i=1

(

p
∑

j=1

aij

)

= p× n(n+ 1)
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