
ECG 1a - Mathématiques TD 4 - suites - introdution et suites usuelles Otobre 2023Quelques orrigésExerie 7 - pour s'éhau�erDonner les formules expliites des suites suivantes :d) Pour n ∈ N, 2fn+2 + fn+1 − fn = 0, f0 = f1 = 1Il s'agit d'une suite réurrente linéaire d'ordre 2 dont l'équation aratéristique est 2x2 + x− 1 = 0Les raines de l'équation sont −1 (raine évidente) et 1

2
(en posant 2(x+ 1)(x− x2) = 2x2 + x− 1 ontrouve x2 =

1

2
)don ∃λ ∈ R, ∃µ ∈ R, ∀n ∈ N, fn = λ(−1)n + µ

(

1

2

)n

= λ(−1)n + µ
1

2nen partiulier, f0 = 1 et f1 = 1 don λ(−1)0 + µ
1

20
= 1 et λ(−1)1 + µ

1

21
= 1soit 



λ+ µ = 1

−λ +
µ

2
= 1

⇔







λ = 1− µ

3

2
µ = 2 L1 + L2

⇔







λ = 1− µ

µ = 2× 2

3

⇔











λ = −1

3

µ =
4

3�nalement ∀n ∈ N, fn = −1

3
(−1)n +

4

3
× 1

2n
=

1

3

(

−(−1)n +
4

2n

)

=
1

3

(

(−1)n+1 +
1

2n−2

)Exerie 8 - des formules expliites moins expliitesDonner les formules expliites des suites suivantes :a) u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 =
2n+ 2

n+ 2
unOption A : on devine la formule expliite et on la démontre par réurrenepour trouver la formule, on peut étudier les premiers termes u1 =

2× 0 + 2

0 + 2
× u0 =

2

2
× 1 = 1de même u2 =

2× 1 + 2

1 + 2
× u1 =

4

3
× 1 =

4

3

u3 =
2× 2 + 2

2 + 2
× u2 =

6

4
× 4

3
=

6

3
= 2et u4 =

2× 3 + 2

3 + 2
× u3 =

8

5
× 2 =

16

5on remarque une régularité au numérateur qui vaut 2n et en érivant u3 = 2 =
23

4
, on remarqueégalement la régularité au dénominateur qui vaut n + 1, d'où la proposition suivantepour n ∈ N, on dé�nit la proposition P (n) : un =

2n

n+ 1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ u0 =
20

0 + 1
=

1

1
= 1 e qui est vrai don P (0) est vraieHérédité : pour n ∈ N, supposons P (n) vraiepar dé�nition de la suite un+1 =

2n+ 2

n + 2
un or par hypothèse de réurrene un =

2n

n+ 1don un+1 =
2n+ 2

n+ 2
× 2n

n+ 1
=

2(n+ 1)× 2n

(n + 2)(n+ 1)
=

2n+1

n + 2
e qui signi�e que P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie i.e. un =

2n

n + 1Option B : produit télesopiqueon peut remarquer dans un premier temps que la dé�nition de la suite entraine ∀n ∈ N, un > 01



pour bien le démontrer on fait une réurrene (qui est presque immédiate) : u0 > 0 (initialisation)et si un > 0 alors n > 0 ⇒ 2n+ 2

n+ 2
> 0 et don un+1 > 0 (hérédité).alors la relation réursive s'érit :

∀k ∈ N,
uk+1

uk

=
2k + 2

k + 2
=

2(k + 1)

k + 2
et don pour n > 1,

n−1
∏

k=0

uk+1

uk

=
n−1
∏

k=0

2(k + 1)

k + 2or d'une part n−1
∏

k=0

uk+1

uk

=
un

u0

= un par propriété sur les produits télesopiques et ar u0 = 1et d'autre part n−1
∏

k=0

2(k + 1)

k + 2
=

n−1
∏

k=0

2
k + 1

k + 2
= 2n

n−1
∏

k=0

k + 1

k + 2et soit on érit, ave ak = k + 1 et don ak+1 = k + 1, n−1
∏

k=0

k + 1

k + 2
=

n−1
∏

k=0

ak

ak+1
=

a0

an
=

1

n+ 1
partélesopagesoit ave le hangement d'indie j = k + 1,

n−1
∏

k=0

k + 1

k + 2
=

n
∏

j=1

j

j + 1
=

∏n

j=1 j
∏n

j=1(j + 1)or n
∏

j=1

(j + 1) =

n+1
∏

i=2

i par hangement d'indie (i = j + 1) don n
∏

j=1

(j + 1) =

n+1
∏

i=1

i ar n+1
∏

i=1

i = 1×
n+1
∏

i=2

ide plus n
∏

j=1

j = n! et n+1
∏

i=1

i = (n+ 1)! = (n+ 1)n!don n−1
∏

k=0

k + 1

k + 2
=

n!

(n + 1)!
=

n!

(n + 1)n!
=

1

n+ 1
et don n−1

∏

k=0

2(k + 1)

k + 2
= 2n × 1

n + 1
=

2n

n + 1�nalement n−1
∏

k=0

uk+1

uk

= un et e produit est égal à n−1
∏

k=0

2(k + 1)

k + 2
=

2n

n + 1d'où ∀n > 1, un =
2n

n+ 1
et ette formule est en fait aussi valable pour n = 0b) u1 = 1 et ∀n > 1, un+1 =

√

u2
n +

1

2nComme pour la préédente, on va évoquer deux options.Option A : on devine la formule expliite et on la démontre par réurrenepour trouver la formule, on peut étudier les premiers termes u2 =

√

u2
1 +

1

21
=

√

3

2de même u3 =

√

u2
2 +

1

22
=

√

3

2
+

1

4
=

√

7

4

(

=

√

23 − 1

22

)et u4 =

√

u2
3 +

1

23
=

√

7

4
+

1

8
=

√

15

8

(

=

√

24 − 1

23

)on remarque une régularité d'où la proposition suivantepour n ∈ N, on dé�nit la proposition P (n) : un =

√

2n − 1

2n−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ u1 =

√

21 − 1

21−1
=

√

1

1
=

√
1 = 1 e qui est vrai don P (0) est vraieHérédité : pour n ∈ N, supposons P (n) vraiepar dé�nition de la suite un+1 =

√

u2
n +

1

2n 2



or par hypothèse de réurrene un =

√

2n − 1

2n−1
don un+1 =

√

2n − 1

2n−1
+

1

2n
=

√

2n+1 − 2

2n
+

1

2ndon un+1 =

√

2n+1 − 1

2n
e qui signi�e que P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie i.e. un =

√

2n − 1

2n−1Option B : somme télesopiquepour ela, il faut d'abord élever au arré l'égalité qui dé�nit la suite :pour n ∈ N, un+1 =

√

u2
n +

1

2n
⇒ u2

n+1 = u2
n +

1

2net don u2
n+1 − u2

n =
1

2n
e qui se prête à générer une somme télesopique :pour n ∈ N

∗ (et même n > 2 en fait), on va aluler n−1
∑

k=1

(

u2
k+1 − u2

k

)d'après l'égalité préédente n−1
∑

k=1

(

u2
k+1 − u2

k

)

=
n−1
∑

k=1

1

2kor d'une part n−1
∑

k=1

(

u2
k+1 − u2

k

)

= u2
n − u2

1 par télesopage et u1 = 1 don n−1
∑

k=1

(

u2
k+1 − u2

k

)

= u2
n − 1d'autre part n−1

∑

k=1

1

2k
=

n−1
∑

k=1

(

1

2

)k

=
1
2
−
(

1
2

)n

1− 1
2

=
1
2
−
(

1
2

)n

1
2

= 2×
(

1

2
− 1

2n

)

= 1− 2

2n
= 1− 1

2n−1don �nalement u2
n − 1 = 1− 1

2n−1
, soit u2

n = 2− 1

2n−1
et en�n un =

√

2− 1

2n−1et la formule est également valable pour n = 1 puisque u1 = 1Exerie 9 - suite réurrente d'ordre 2On dé�nit la suite u par u0 = 0, u1 =
4

3
et ∀n ∈ N, 3un+2 = 2un+1 + un1. Montrer que ∀n ∈ N, un = 1−

(−1

3

)n. En déduire sa limite.Il s'agit d'une suite réurrente linéaire d'ordre 2 et son équation aratéristique est 3x2−2x−1 = 0ette équation admet pour raine évidente 1 et de fait la deuxième est déduite de 3(x−1)(x−x2) =

3x2 − 2x− 1 d'où 3x2 = −1 et don x2 = −1

3don ∃λ ∈ R, ∃µ ∈ R, ∀n ∈ N, fn = λ1n + µ

(

−1

3

)n

= λ+ µ

(

−1

3

)n

=en partiulier, u0 = 0 et u1 =
4

3
don λ+ µ

(

−1

3

)0

= 0 et λ+ µ

(

−1

3

)1

= 1soit 


λ+ µ = 0

λ− µ

3
=

4

3

⇔







λ = −µ

4

3
µ = −4

3
L1 − L2

⇔
{

λ = −µ

µ = −1
⇔
{

λ = 1

µ = −1�nalement ∀n ∈ N, fn = 1−
(

−1

3

)n

=pour la limite nous verrons plus tard que lim
n→+∞

qn = 0 quand |q| < 1, don ii lim
n→+∞

(

−1

3

)n

= 0ar ∣∣∣
∣

−1

3

∣

∣

∣

∣

=
1

3
< 1de plus lim

n→+∞

1 = 1 don lim
n→+∞

un = 1 3



2. Montrer que l'ensemble E = {un, n ∈ N} est borné. Déterminer sa borne inférieure et sa bornesupérieure.
∀n ∈ N, |un| 6 1 +

∣

∣

∣

∣

(

−1

3

)n∣
∣

∣

∣

d'après l'inégalité triangulaireor ∣∣∣
∣

(

−1

3

)n∣
∣

∣

∣

=
|(−1)|n
|3n| =

1

3n
don ∣∣∣

∣

(

−1

3

)n∣
∣

∣

∣

6 1 ar 3n > 1 ⇒ 1

3n
6 1don |un| 6 2 et don (un)n∈N est borné et de fait l'ensemble E aussi.Nous n'avons pas vu la notion de bornes supérieure et inférieure, il s'agit en fait de trouver lesmeilleurs majorant et minorantpour ela on peut remarquer que un = 1 − 1

3n
si n est pair et un = 1 +

1

3n
si n est impair et onpeut montrer que (u2n)n∈N est roissante et (u2n+1)n∈N est déroissantede fait u0 = 0 est un minorant de la suite (un)n∈N et don un minimum et don la borne inférieure,et de même u1 =

4

3
en est la borne supérieure.Exerie 10 - suite auxiliaire, vers une suite arithmétio-géométriqueSoit u la suite dé�nie par u0 = 0 et pour tout entier n > 0, un+1 = 2un + 3n. Pour étudier ette suite,on introduit la suite auxiliaire v dé�nie par vn =

un

3n
pour n > 0.Reonnaître la suite v. En déduire l'expression de un en fontion de n.Pour trouver quel type de suite remarquable est (vn)n∈N, on herhe un lien entre vn+1 et vnpour n ∈ N, par dé�nition vn+1 =

un+1

3n+1
don vn+1 =

2un + 3n

3n+1
par dé�nition de (un)n∈Ndon vn+1 =

2un

3n+1
+

3n

3n+1
=

2

3
× un

3n
+

1

3
=

2

3
vn +

1

3don (vn)n∈N est une suite arithmétio-géométriqueon herhe dans un premier temps un point �xe : α =
2

3
α +

1

3
⇔ 1

3
α =

1

3
⇔ α = 1on introduit alors la suite (vn)n∈N dé�nie par wn = vn − 1soit n ∈ N, par dé�nition wn+1 = vn+1 − 1 don par dé�nition de (vn)n∈N :

wn+1 =
2

3
vn +

1

3
− 1 =

2

3
vn −

2

3
=

2

3
(vn − 1) =

2

3
wndon (wn)n∈N est géométrique de raison 2

3
, de plus w0 = v0 − 1 et v0 = u0

30
= 0 don w0 = −1don ∀n ∈ N, wn =

(

2

3

)n

× (−1) = −
(

2

3

)nor ∀n ∈ N, vn = wn + 1 don vn = −
(

2

3

)n

+ 1 = 1−
(

2

3

)net ∀n ∈ N, vn =
un

3n
⇒ un = 3nvn don un = 3n

[

1−
(

2

3

)n]

= 3n
[

1− 2n

3n

]

= 3n − 3n × 2n

3n
= 3n − 2n

4



Exerie 12 - suite auxiliaire et ordre 2On dé�nit la suite u par u0 = 1, u1 = 2 et ∀n ∈ N, un+2 =
√
un × un+11. Montrer que la suite est bien dé�nie et que ∀n ∈ N, un > 0Il faut proéder par réurrene double ii (que nous n'avons pas vue) : il faut modi�er l'initialisationqui ontient alors deux rangs, puis de même pour l'hérédité, on fait l'hypothèse sur deux rangsonséutifs. Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : � un est bien dé�ni et un > 0 �Initialisation : u0 = 1 et u1 = 2 don P (0) et P (1) sont vraiesHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) et P (n+ 1) sont vraiesalors par hypothèse, un > 0 et un+1 > 0 don un+2 est bien dé�ni, de plus unun+1 > 0 don√

unun+1 >
√
0 ar la fontion raine arrée est stritement roissante sur R+, i.e. un+2 > 0don P (n+ 2) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un est bien dé�ni et un > 02. Reonnaître la suite (ln(un)) et expliiter ln(un) puis unSoit n ∈ N, alors par dé�nition de u, ln(un+2) = ln(

√
un × un+1) = ln

[

(un × un+1)
1

2

]

=
1

2
ln (un × un+1)et don ln(un+2) =

1

2
(ln(un+1 + ln(un) par propriétés sur le logarithmeen posant vn = ln(un), on reonnait une suite réurrente linéaire d'ordre 2 : vn+2 =

1

2
vn+1 +

1

2
vnon étudie l'équation aratéristique : x2 − 1

2
x− 1

2
= 0 don le disriminant vaut

∆ =

(

−1

2

)2

− 4×
(

−1

2

)

× 1 =
1

4
+ 2 =

9

4
don x2 − 1

2
x− 1

2
admet deux raines :

x1 =

1
2
−
√

9
4

2
=

1
2
− 3

2

2
= −1

2
et x2 =

1
2
+ 3

2

2
= 1don ∃(λ, µ) ∈ R

2, ∀n ∈ N, vn = λ

(

−1

2

)n

+ µ1n = λ

(

−1

2

)n

+ µor v0 = ln(u0) = ln(1) = 0 et v1 = ln(u1) = ln(2) don λ+ µ = 0 et λ(−1

2

)

+ µ = ln(2)en ombinant les deux équations (di�érene), on trouve 3

2
λ = − ln(2), soit λ = −2

3
ln(2)et don µ = −λ =

2

3
ln(2)don ∀n ∈ N, vn =

2

3
ln(2)

[

1−
(

−1

2

)n]or vn = ln(un), don un = evn = exp

[

2

3
ln(2)

(

1−
(

−1

2

)n)] que l'on peut érire un = 2
2

3 [1−(−
1

2
)
n

]

5



Exerie 13 - suite auxiliaire et arithmétiqueOn onsidère la suite dé�nie par u1 = 1 et ∀n ∈ N
∗, un+1 =

un − 4

un − 31. Montrer que la suite est bien dé�nie et que ∀n ∈ N
∗, 1 6 un < 2.On proède par réurrene en dé�nissant pour n ∈ N

∗, l'assertion P (n) : � un est bien dé�ni et
1 6 un < 2 �Initialisation : u1 est bien dé�ni et u1 = 1 don 1 6 u1 < 2 don P (1) est vraieHérédité : soit n ∈ N

∗, on suppose que P (n) est vraied'une part omme un < 2, alors un − 3 < −1 don un − 3 6= 0 et don un+1 est bien dé�nion peut érire un − 4

un − 3
=

un − 3− 1

un − 3
=

un − 3

un − 3
− 1

un − 3
= 1− 1

un − 3or par hypothèse de réurrene 1 6 un < 2 don −2 6 un − 3 < −1 don −1

2
>

1

un − 3
> −1 arla fontion inverse est déroissante sur ]−∞, 0[ et don 1

2
6 − 1

un − 3
< 1 don 0 6 − 1

un − 3
< 1don 1 6 1− 1

un − 3
< 2 soit 1 6 un+1 < 2, i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N

∗, P (n) est vraie, i.e. 1 6 un < 22. Montrer que la suite de terme général vn =
1

un − 2
est dé�nie et arithmétique

(vn)n∈N∗ est bien dé�nie ar d'après la question 2. ∀n ∈ N
∗, un < 2 et don un − 2 6= 0de plus, par dé�nition, vn+1 =

1

un+1 − 2
=

1
un−4
un−3

par dé�nition de (un)n∈Ndon vn+1 =
1

un−4
un−3

− 2
=

1
un−4−2(un−3)

un−3

=
un − 3

−un + 2
=

un − 2− 1

−un + 2
=

un − 2

−un + 2
+

−1

−un + 2don vn+1 = −1 +
1

un − 2
= vn − 1don (vn)n∈N∗ est arithmétique de raison −13. En déduire l'expression de vn puis de un en fontion de n.

(vn)n∈N∗ est arithmétique de raison −1 don ∀n ∈ N
∗, vn = v1 + (n− 1)× (−1)or v1 = 1

u1 − 2
=

1

1− 2
=

1

−1
= −1don ∀n ∈ N

∗, vn = −1− (n− 1) = −nor vn =
1

un − 2
, de fait (omme vn 6= 0) un − 2 = −1

n
et don un = 2− 1

n
=

2n− 1

n

6



Exerie 14 - suite auxiliaire et géométriqueOn onsidère la suite dé�nie par u0 = 2 et ∀n ∈ N, un+1 =
3 + 2un

un + 41. Montrer que la suite est bien dé�nie et que ∀n ∈ N, un > 0.
u0 > 0 et ∀n ∈ N, un > 0 ⇒ un+1 est bien dé�ni et un+1 > 0, don par réurrene immédiate,
∀n ∈ N, un est bien dé�ni et un > 0.2. Montrer que un+1 = 1 ⇔ un = 1. En déduire que pour tout n, un 6= 1.
un+1 = 1 ⇔ 3 + 2un

un + 4
= 1 ⇔ 3 + 2un = un + 4 (ar un + 4 6= 0) ⇔ 2un − un = 4− 3 ⇔ un = 1De fait omme u0 6= 1, on en déduit par réurrene immédiate que ∀n ∈ N, un 6= 13. On pose pour tout n ∈ N, vn =

un − 1

un + 3
. Montrer que la suite (vn)n∈N est dé�nie et géométrique.En déduire l'expression de vn puis de un en fontion de n.Soit n ∈ N, alors un > 0 don un + 3 6= 0 et don vn est bien dé�ni.De plus, par dé�nition vn+1 =

un+1 − 1

un+1 + 3
et d'après la dé�nition de (un)n∈N :

vn+1 =

3 + 2un

un + 4
− 1

3 + 2un

un + 4
+ 3

=

3 + 2un − un − 4

un + 4
3 + 2un + 3un + 12

un + 4

=
un − 1

5un + 15
=

1

5

un+1 − 1

un+1 + 3
=

1

5
vndon (vn)n∈N est géométrique de raison 1

5don ∀n ∈ N, vn =

(

1

5

)n

v0or v0 = u0 − 1

u0 + 3
=

1

5
don ∀n ∈ N, vn =

(

1

5

)n+1

=
1

5n+1Reste à revenir à un : de vn =
un − 1

un + 3
, on déduit vn(un + 3) = un − 1don 3vn + 1 = un − unvn = un(1− vn)don un =

3vn + 1

1− vn
(possible ar ∀n ∈ N, vn 6= 1don ∀n ∈ N, un =

3
1

5n+1
+ 1

1− 1

5n+1

que l'on peut aussi érire un =
3 + 5n+1

5n+1 − 1
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