
ECG 1a - Mathématiques TD 5 - dénombrement - oe�ients binomiaux Novembre 2023Corrigés des exeries ou questions non abordés en lasse.Exerie 10 - une extension de la formule de PasalSoit E l'ensemble à 12 éléments {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l}.1. A l'aide des oe�ients binomiaux, dénombrer les parties de E à 5éléments qui ontiennenta. a et b ; b. a mais pas b ; . b mais pas a ; d. ni a, ni b.2. En déduire la relation (
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)

=

(
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)

+

(
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)3. Généraliser le résultat obtenu en prouvant, par un dénombrement,que pour 2 6 p 6 n, on a (

n

p

)

=

(

n− 2

p− 2

)

+ 2

(

n− 2

p− 1

)

+

(

n− 2

p

)On va herher à dénombrer de deux façons les parties à p élémentsd'un ensemble à n éléments.� d'une part on sait qu'il y a (

n

p

) ombinaisons à p éléments dansun ensemble à n éléments.� d'autre part, on va raisonner en isolant 2 éléments de l'ensemble.Si on note a1, a2, a3, . . . , an les éléments de l'ensemble, alors on dé-nombre séparément les parties à p éléments qui ontiennent :
⊲ a1 et a2 : il y en a (

n− 2

p− 2

) ar pour ompléter a1 et a2 pouren faire une partie à p éléments, il faut en hoisir p− 2 parmi les
n− 2 que sont a3, . . . , an ;

⊲ a1 mais pas a2 : il y en a (

n− 2

p− 1

) ar pour ompléter a1 pouren faire une partie à p éléments, il faut en hoisir p− 1 parmi les
n− 2 que sont a3, . . . , an ;

⊲ a2 mais pas a2 : de même (

n− 2

p− 1

) (a1 et a2 ont un r�le symé-trique) ;

⊲ ni a1, ni a2 : il y en a (

n− 2

p

) ar pour ompléter les 0 élémentspour en faire une partie à p éléments, il faut en hoisir p parmi
les n− 2 que sont a3, . . . , anAve e déoupage, on obtient bien toutes les parties à p élémentsde l'ensemble à n éléments puisque une telle partie se retrouve for-ément dans l'un des quatre as préédents et dans un seul (pas dedouble ompte).Finalement, les deux dénombrements aboutissant au même résultat(nombre de parties à p éléments dans un ensemble à n éléments), ontrouve :
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)

+
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n− 2

p

)4. Retrouver le résultat préédent en appliquant la formule de Pasal.D'après la formule de Pasal : (n
p

)

=
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n− 1

p− 1

)

+

(

n− 1

p

)et en l'appliquant à nouveau :
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=
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+
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=
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)i.e. (n
p

)

=
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Exerie 12 - dans un livreUn livre omporte 14 hapitres.1. Combien y-a-t-il de façons de hoisir 3 hapitres dans e livre (expri-mer à l'aide des oe�ients binomiaux) ?2. Pour k = 3, . . . , 14, dénombrer les hoix de 3 hapitres pour lesquels

k est le plus grand numéro des hapitres hoisis.3. En déduire que : (
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)

=
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+
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+ · · ·+
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2

)

+
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)4. Généraliser les dénombrements préédents pour démontrer que, pour

1 6 p 6 n, on a : n
∑

k=p

(

k

p

)

=

(

n + 1

p+ 1

)1



On peut reprendre l'idée d'un livre à n + 1 hapitres parmi lesquelson en hoisit p+ 1.On lasse nos ombinaisons de hapitres de la même façon : Ck dé-signe l'ensemble des ombinaisons à p+1 hapitres dont le plus grandnuméro de hapitre vaut k.On ne s'intéressera don que aux Ck pour k > p+ 1 (les autres sontvides). Ces ensembles forment une partition de l'ensemble C des om-binaisons à p+1 hapitres : la réunion des Ck est égale à et ensembleet les Ck sont deux à deux disjoints.De fait cardC =
n+1
∑

k=p+1

cardCk, i.e. (n + 1

p+ 1

)

=
n+1
∑

k=p+1

(

k − 1

p

)En e�et quand le numéro de hapitre maximal est k, il y a déjà unhapitre de hoisi et il en reste don p à hoisir parmi les numérosallant de 1 à k − 1.or n+1
∑

k=p+1

(
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p

)

=
n

∑

i=p
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p

) hangement d'indie i = k − 1don �nalement n
∑

k=p
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p

)

=

(
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Exerie 15 - formule de Pasal généralisée - bisPour 1 6 p 6 n :1. Montrer par réurrene que n
∑

k=p

(

k

p

)

=

(

n + 1

p+ 1

)La réurrene porte sur n. Comme d'habitude, il est souhaitabled'érire l'hypothèse de réurrene, mais enore plus dans e as oùelle ontient une autre variable : p.Pour n ∈ N (on ommene même à 0, la formule est également va-lable), on dé�nit l'assertion P (n) : ∀p ∈ [[0;n]],
n

∑

k=p

(

k

p

)

=
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)

P (0) est vraie ⇔ 0
∑

k=0
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k

0

)

=
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0 + 1

0 + 1

)

⇔

(

0

0

)

=

(

1

1

) (p vaut foré-
ment 0 quand n = 0).Ce qui est vrai, don P (0) est vraie.Pour n ∈ N, supposons P (n) vraie. Soit p ∈ [[0;n+ 1]]alors n+1

∑

k=p
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=
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∑
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+
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) par linéaritédon n+1
∑

k=p
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k

p

)

=
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p+ 1

)

+

(
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p

) par hypothèse de réurrenedon n+1
∑

k=p

(

k

p

)

=

(

n+ 2

p+ 1

) d'après la formule de Pasaldon P (n + 1) est vraie et don par théorème de réurrene, ∀n ∈
N, P (n) est vraie.2. Retrouver ette formule à l'aide du triangle de Pasal.En regardant le triangle de Pasal réalisé dans le ours (i-ontre) eten prenant par exemple n = 5 et p = 2, on trouve :� d'une part : n

∑
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=
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+
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= 1 + 3 + 6 + 10 = 20� d'autre part (n+ 1
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)

=
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3
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= 20

n�p 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1La formule est don véri�ée sur et exemple, on peut en tester beau-oup d'autres...Exerie 16 - vu dans le hapitre sur les polyn�mes.Exerie 17 - somme des oe�ients binomiaux au arréSoit n un entier non nul. On onsidère l'arbre modélisant la répétition de

2n épreuves aléatoires identiques d'un shéma de Bernoulli.2



1. Dans et arbre, quel est le nombre de hemins ave exatement nsuès ?Un shéma de Bernoulli orrespond à la répétition (ii 2n fois) demanière indépendante d'une épreuve de Bernoulli, i.e. une épreuvene omprenant que deux issues que l'on résume généralement en su-ès et éhe.Pour aboutir à n suès (par exemple n fois pile) sur 2n expérienes(ave l'exemple 2n laners d'une pièe), on a don (

2n

n

) ombinai-sons (nombre de façons d'avoir n laners qui donnent pile sur les 2nlaners).2. a. Quel est le nombre de hemins permettant d'obtenir 0 suèslors des n premières épreuves, puis n suès lors des n dernièresépreuves ?Il n'y en a qu'un, on n'a qu'un seul hoix pour les n premières(fae ave le même exemple) et un seul hoix pour les n dernières(pile).b. Dans et arbre, que vaut le produit (n
k

)

×

(

n

n− k

) pour k entiernaturel ompris entre 0 et n ?On peut l'interpréter omme le fait d'avoir k suès (pile) lorsdes n premières épreuves et n− k suès pour les n dernières.Quel que soit le nombre k hoisi, 'est une façon d'aboutir à nsuès.3. Déduire des questions préédentes l'expression de n
∑

k=0

(

n

k

)2 en fon-tion de n.En assemblant les réponses préédentes, on peut déouper les heminsdonnant n suès parmi 2n épreuves en la réunion, pour k allant de
0 à n, des hemins donnant k suès lors des n premières épreuves et
n− k suès pour les n dernières.Comme il s'agit d'une partition de l'ensembles des hemins aboutis-sant à n suès, on en déduit :

(

2n

n

)

=
n

∑

k=0

(

n

k

)

×

(

n

n− k

), or pour tous n et k,( n

n− k

)

=

(

n

k

)don (

2n

n

)

=
n

∑

k=0

(

n

k

)2

Exerie 18 - formule de Vandermonde plus di�ile1. une urne ontient 8 jetons : 3 rouges et 5 noirs.En alulant de 2 façons le nombre de tirages de 2 jetons, montrerque : (8
2

)

=

2
∑

i=0

(

3

i

)(

5

2− i

)D'une part le nombre de façons de tirer 2 jetons parmi 8 est (

8

2

),mais on peut aussi étudier les ombinaisons selon le nombre de jetonsrouges qu'elles ontiennent, il y a 3 possibilités :� auun jeton rouge, il y a alors 2 jetons noirs à hoisir parmi les 5,don (

5

2

) ombinaisons aboutissent à ette possbilité ;� un jeton rouge, à hoisir parmi 3, et pour haun de es hoix, il y aalors 1 jeton noir à hoisir parmi les 5, don (3
1

)(

5

1

) ombinaisonsaboutissent à ette possbilité ;� deux jetons rouges (don auun noir), à hoisir parmi 3, soit (3
2

)ombinaisons qui aboutissent à ette possbilité.Finalement (8
2

)

=
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)
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+
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=
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)

+
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5
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)

+
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2
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5
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)

=
2

∑

i=0

(
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)(

5
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)

2. Montrer de 2 manières que (

n+ p

k

)

=

k
∑

i=0

(

n

i

)(

p

k − i

) (ave

(n, p) ∈ N2 et k 6 min(n, p)) :3



a) par une démonstration ensembliste.Indiation : on pourra s'intéresser à deux ensembles respetive-ment de n et p éléments, onstituant un ensemble à n+p éléments.En reprenant l'exemple préédent, on onsidère une urne onte-nant n jetons rouges et p jetons noirs, don n+ p jetons au total.Et on va aluler de deux façons le nombre de tirages de k jetons.Comme préédemment, il s'agit d'une part de (n + p

k

) et d'autrepart, on peut hoisir i jetons (pour i entre 0 et k) parmi les rouges,soit (n
i

) ombinaisons, et de fait pour haun de es hoix k − iparmi les noirs, soit ( p

k − i

) ombinaisons.Il faut quand même préiser un point ii : si k > n (ou k > p).Dans e as, i ne peut varier que entre 0 et n (ou entre 0 et p),mais alors si i > n,

(

n

i

)

= 0 (ou si k − i > p,

(

p

k − i

)

= 0), equi orrespond bien aux nombres de ombinaisons possibles : zéro(par exemple zéro ombinaisons ave n + 1 jetons rouges).Finalement dans tous les as : (n+ p

k

)

=

k
∑

i=0

(

n

i

)(

p

k − i

)b) il existe d'autres démonstrations, avez-vous une idée ?Une démonstration alulatoire (et un peu di�ile) que l'on peute�etuer par réurrene sur p (en fait plus simple que sur le n,voir plus bas). Pour p ∈ N, on dé�nit l'assertion
P (p) : ∀n ∈ N, ∀k ∈ [[0;n+ p]],

(

n+ p

k

)

=

k
∑

i=0

(

n

i

)(

p

k − i

)Initialisation : P (0) est vraie signi�e que
∀n ∈ N, ∀k ∈ [[0;n]],

(

n

k

)

=

k
∑

i=0

(

n

i

)(

0

k − i

)or l'égalité équivaut à (

n

k

)

=

(

n

k

)(

0

k − k

) (ar (

0

k − i

)

= 0

pour i < k), e qui est vrai.Hérédité : pour p ∈ N, supposons P (p) vraie,alors pour n ∈ N et pour k ∈ [[0;n + p]]
(

n + p+ 1

k

)

=

(

n + p

k

)

+

(

n+ p

k − 1

) (formule de Pasal), ein'étant valable que pour k > 0, don on prendra k > 0 pour lasuite (ar pour k = 0, le résultat est évident).or par hypothèse de réurrene :
(

n + p

k

)

=
k

∑

i=0

(

n

i
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p

k − i

) et (n + p

k − 1

)

=
k−1
∑

i=0

(

n

i

)(

p

k − 1− i

)don (

n + p+ 1

k

)

=

k
∑

i=0

(

n

i

)(

p

k − i

)

+

k−1
∑

i=0

(

n

i

)(

p

k − 1− i

)

=

k−1
∑

i=0

(

n

i

)((

p

k − i

)

+

(

p

k − 1− i

))

+

(

n

k

)(

p

k − k

)don ave Pasal enore :
(

n + p+ 1

k

)

=

k−1
∑

i=0

(

n

i

)(

p+ 1

k − i

)

+

(

n

k

)

=

k
∑

i=0

(

n

i

)(

p+ 1

k − i

)C'est sur es dernières lignes qu'on voit l'intérêt de faire la réur-rene sur p (la formule de Pasal fait apparaitre le p+ 1).don P (p + 1) est vraie et de fait, par théorème de réurrene,

∀p ∈ N, P (p) est vraie.3. En déduire que (

2n

n

)

=

n
∑

i=0

(

n

i

)2Comme la formule préédente est valable pour tous entiers naturels

n et p, et k inférieur à n + p ; en partiulier, quand p = n et k = n,on obtient : (n+ n

n

)

=

n
∑

i=0

(

n

i

)(

n

n− i

)i.e. (2n
n

)

=
n

∑

i=0

(

n

i

)2 (ar ( n

n− i

)

=

(

n

i

))
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