
ECG 1a TD 7 - Probabilités sur un univers �ni Novembre - déembre 2023Plan de travailNotion Exeries a minima Mais aussiFormule du rible 4Equiprobabilité 2Probabilité onditionnelle 5 6Formule d'additivité 1, 7, 10 3F. des probabilités omposées 1, 7F. des probabilités totales 6, 11 9Formule de Bayes 5, 11Indépendane 1, 11, 12Indépendane mutuelle 13 14Divers 8, 9, 15, 16 17, 18Calul de probabilitésExerie 1Une urne ontient inq boules vertes numérotées de 1 à 5, et 4 boulesrouges numérotées de 1 à 4.1. On tire suessivement et sans remise 3 boules dans l'urne. Dé-terminer la probabilité des événements suivants :a. A :� le tirage ne ontient pas de boule verte �b. B :� on obtient exatement une boule verte et une boule nu-mérotée 2 �2. On tire suessivement 3 boules dans l'urne, ave remise. Déter-miner la probabilité des événements suivants :a. A : � le tirage ne ontient que des boules vertes �
b. B : � on obtient au plus 2 boules vertes �. C : � on obtient exatement une boule verte et une boulenumérotée 2 �Exerie 2Soit n un entier tel que n > 2. Une urne ontient n boules rougesnumérotées de 1 à n, et n boules vertes, numérotées de 1 à n. On tiresimultanément n boules dans l'urne.Quelles sont les probabilités des événements suivants ?a) � on obtient au moins une boule verte �b) � on obtient exatement une boule verte �) � on obtient exatement 2 boules vertes �Exerie 3Une urne ontient 10 boules numérotées de 1 à 10. On tire trois foisde suite une boule ave remise.1. Quelle est la probabilité d'obtenir trois nombres dans un ordrestritement roissant ?2. Quelle est la probabilité d'obtenir trois nombres dans un ordreroissant ?Exerie 4Dans une épierie de Venise, Monia veut aheter un paquet de spa-ghettis et un boal de saue bolognaise. Dans ette épierie, on trouvedes spaghettis 6 jours sur 7 et de la saue bolognaise 3 jours sur 4. Lesdeux produits se trouvent en rayon simultanément 20 jours sur 28.1. Quelle est la probabilité que Monia ne trouve ni spaghettis nisaue bolognaise lorsqu'elle se rend à l'épierie ?2. Quelle est la probabilité qu'elle trouve des spaghettis, mais pasde bolognaise ?1



ConditionnementExerie 5Une boulangère fait brûler un pain sur 10. Son assoié veut éliminerles pains trop uits, mais il n'est pas bien réveillé : il élimine 9 painsbrûlés sur 10 et il élimine aussi 4 pains bien uits sur 451. Un matin, la boulangère sort un pain du four. Quelle est la pro-babilité que son assoié l'élimine ?2. Caluler la probabilité qu'un pain soit éliminé à tort.3. Sahant qu'un pain n'a pas été éliminé, quelle est la probabilitéqu'il soit brûlé ?Exerie 6Soit n un entier tel que n > 2. On dispose de n+ 1 urnes numérotéesde 0 à n. Pour haque i ∈ [[0, n]], l'urne numéro i ontient i boulesblanhes et n− i boules noires.1. On hoisit au hasard une urne, et on piohe une boule dans l'urne.Quelle est la probabilité de pioher une boule blanhe ?2. On hoisit au hasard une urne, et on piohe suessivement etave remise 2 boules dans l'urne. Quelle est la probabilité que les2 boules obtenues soient blanhes ?Exerie 7Trois urnes ontiennent des boules blanhes et noires :� U1 ontient 2 blanhes et 3 noires� U2 ontient 4 blanhes et 2 noires� U3 ontient 6 blanhes et 1 noire.On e�etue trois tirages suessifs de la manière suivante :� on tire une boule de U1, on note sa ouleur, on met ette boule dansl'urne U2� on tire une boule de U2, on note sa ouleur, et on met ette bouledans l'urne U3

� on tire une boule de U3 et on note sa ouleur.Caluler la probabilité pour que les trois boules tirées soient de lamême ouleur.Exerie 8On étudie au ours du temps le fontionnement d'un appareil qui obéità ertaines règles.Pour n ∈ N
∗, on a :� si l'appareil fontionne à l'instant n− 1, il a la probabilité 1

6

d'êtreen panne à l'instant n� si l'appareil est en panne à l'instant n−1, il a la probabilité 2

3

d'êtreen panne à l'instant nOn note pn la probabilité que l'appareil soit en état de marhe à l'ins-tant n1. Etablir, pour n ∈ N
∗, une relation entre pn et pn−12. Exprimer, pour n ∈ N

∗, pn en fontion de p03. Etudier la limite de la suite (pn)n∈NExerie 9On s'intéresse à deux pièes de monnaie indisernables. L'une (la pièenuméro 1) donne pile ave la probabilité 1

2

et l'autre (la pièe numéro2) donne pile ave la probabilité 1

6On e�etue des laners suessifs de la façon suivante : on hoisit unepièe de monnaie au hasard, on la lane. On relane la même pièejusqu'à e qu'elle donne fae, et dès qu'on obtient fae, on hange depièe et on reommene.� Pour k ∈ N
∗, on note Ak l'événement : � on lane la pièe 1 au kèmelaner �� Pour k ∈ N
∗, on note Bk l'événement : � on obtient pile au kèmelaner �� Pour k ∈ N

∗, on note uk = P (Ak)2



1. Pour k entier tel que k > 2, exprimer uk en fontion de uk−12. En déduire, pour n ∈ N
∗, la probabilité un de laner la pièenuméro 1 au nème laner.3. Pour n ∈ N

∗, on note rn la probabilité d'obtenir pile au nèmelaner.a. Pour n ∈ N
∗, exprimer rn en fontion de unb. Déterminer lim
n→+∞

rnExerie 10Un magasin de produits osmétiques organise un jeu pour ses lients.Une urne ontient R �aons de vernis à ongle rouge et V �aons devernis à ongle violet. Un lient a gagné le droit de tirer n �aons.Comme le vernis violet ne l'intéresse pas, le lient :

⊲ remet le �aon après le tirage s'il s'agit de vernis violet.

⊲ garde le �aon après le tirage s'il s'agit de vernis rouge.(On suppose que R et V sont su�samment grands pour qu'il n'y aitpas épuisement de l'une des deux ouleurs).On onsidère les événements suivants :

• E : � le lient obtient exatement un �aon de vernis rouge en ntirages �

• Rk : � le lient obtient un �aon de vernis rouge au kème tirage �(ave k > 1)

• Vk : � le lient obtient un �aon de vernis violet au kème tirage �(ave k > 1)1. Exprimer E à l'aide des Rk et des Vk2. Caluler la probabilité de EExerie 11Dans une ville dont le nom ommene par un B, il pleut 7 jours sur
10Deux stations météorologiques annonent haque matin les prévisionspour la journée à venir, et :

� la première station donne une prévision orrete du temps ave uneprobabilité de 0, 8� la deuxième station donne une prévision orrete du temps ave uneprobabilité de 0, 9 et ses prévisions sont faites indépendamment deelles de la première station.1. Si un matin la première station annone beau temps, quelle estla probabilité qu'il fasse e�etivement beau ?2. Un matin, la première station annone qu'il va faire beau, et ladeuxième annone de la pluie. Quelle est la probabilité qu'il fassebeau ?
IndépendaneExerie 12

(Ω, P ) est un espae probabilisé �ni, et soit A et B deux événements.Démontrer que, si A et B sont indépendants, alors :1. A et B sont indépendants.2. A et B sont indépendants. 3. A et B sont indépendants.

Indépendane mutuelleExerie 13A l'issue d'une randonnée à VTT, le lub organisateur o�re aux parti-ipants deux boissons, à ommander suessivement. Les partiipantsont le hoix entre six boissons : une bière blonde, un perrier, un oa,une Evian, un thé brûlant, un aola. Un partiipant s'avane vers leomptoir, il va faire ses hoix au hasard et de manière équiprobable.On onsidère les événements suivants :

⊲ A1 : � il hoisit une boisson à bulles pour la première tournée �

⊲ A2 : � il hoisit une boisson plate pour la deuxième tournée �3



⊲ A3 : � Il hoisit deux boissons de même nature (soit toutes les deuxà bulles, soit les deux plates) �.Montrer que A1, A2 et A3 sont deux à deux indépendants mais pasmutuellement indépendants.Exerie 14Soit n un entier tel que n > 2. Une urne ontient 4 boules blanheset 6 boules noires. On piohe suessivement et ave remise n boulesdans l'urne. On note les événements suivants� pour i ∈ [[1, n]], Bi : � la ième boule piohée est blanhe. �� pour i ∈ [[1, n]], Ai : � on piohe une unique boule blanhe, obtenueau ième tirage. �� on note A l'événement : � on piohe une unique boule blanhe �1. Exprimer les Ai, et A à l'aide des Bi2. Caluler P (Ai) pour haque i ∈ [[1, n]], et P (A)

Hors atégorieExerie 15On onsidère un dé à six faes, pipé de telle sorte que :� la probabilité d'obtenir un nombre pair est trois fois plus élévée queelle d'un nombre impair.� l'événement � obtenir un multiple de 3 � a la même probabilité queson ontraire,� on a une hane sur quatre d'obtenir un nombre premier,� tous les impairs ont la même probabilité de sortir.Déterminer la probabilité de haque événement élémentaire.Exerie 16 - le répier amnésiqueNous avons reruté un répier pour élébrer la handeleur, mais il a lafâheuse tendane à oublier s'il a retourné sa rêpe ou non. De sortequ'une rêpe sur deux est � mal retournée � (soit trop de fois, soit pasassez). On suppose qu'il e�etue 10 rêpes.

1. Quelle est la probabilité que les 10 rêpes soient réussies (bienretournées) ?2. Quelle est la probabilité qu'il réussisse exatement 8 rêpes ?3. Quelle est la probabilité qu'il réussisse au moins 7 rêpes ?Exeries plus di�ilesExerie 171. On piohe simultanément 3 artes dans un jeu de 32 artes. Dé-terminer la probabilité d'obtenir :a. exatement une dameb. au moins une dame (2 méthodes possibles). une dame et deux piques exatement.2. Répondre aux mêmes questions en supposant que haque artetirée est remise dans le jeu.Exerie 18On dispose de trois pièes équilibrées, l'une ayant ses deux �tésblans, les deux autres ayant une fae blanhe et une fae noire. Onprend une pièe au hasard, et on e�etue n laners indépendants deette pièe.� Pour k ∈ [[1, n]], on note Bk l'événement : � on obtient blan au kèmelaner � ;� et on note A l'événement : � on lane la pièe blanhe �1. Quelle est la probabilité d'obtenir � blan � au premier laner ?2. Quelle est la probabilité d'obtenir � blan � aux n premiers lan-ers ?3. a. Sahant qu'on a obtenu n fois de suite � blan �, quelle estla probabilité que l'on ait pris la pièe uniolore ?b. Combien de laners faut-il avoir e�etué pour que ette pro-babilité soit supérieure à 0, 98 ?
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