
ECG 1a TD 7 - Probabilités sur un univers �ni Novembre - déembre 2023Corrigés des exeries ou questions non abordés en lasse (etun peu plus).Calul de probabilitésExerie 3 (question 1 abordée en lasse)Une urne ontient 10 boules numérotées de 1 à 10. On tire trois foisde suite une boule ave remise.1. Quelle est la probabilité d'obtenir trois nombres dans un ordrestritement roissant ?Pour i ∈ [[1, 10]], on dé�nit les événements :� Ai : � on tire la boule i au premier tirage � ;� Bi : � on tire la boule i au premier tirage � ;� Ci : � on tire la boule i au premier tirage �.De plus on va appeler D l'événement � on obtient trois nombresdans un ordre stritement roissant �.don D =
⋃

16i68

Ai ∩

[

⋃

i+16j69

Bj ∩

(

⋃

j+16k610

Ck

)]

=
⋃

16i68

⋃

i+16j69

⋃

j+16k610

Ai ∩Bj ∩ Ckor pour les valeurs de i, j et k, les événements Ai ∩ Bj ∩ Ck sontdeux à deux inompatibles (la valeur d'au moins un des troisnombres hange).don P (D) =
8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

10
∑

k=j+1

P (Ai ∩ Bj ∩ Ck)de plus pour tout i, j, k, P (Ai ∩Bj ∩ Ck) =

(

1

10

)3don P (D) =
8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

10
∑

k=j+1

1

103
=

1

103

8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

10
∑

k=j+1

1

or 8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

10
∑

k=j+1

1 =
8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

(10− j) =
8
∑

i=1

9−i
∑

j′=1

j′ (hangementd'indie j′ = 10− j)don 8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

10
∑

k=j+1

1 =

8
∑

i=1

(9− i)(10− i)

2

=
1

2

8
∑

i=1

(90− 19i+ i2) =
1

2

(

8× 90− 19

8
∑

i=1

i+

8
∑

i=1

i2

)don 8
∑

i=1

9
∑

j=i+1

10
∑

k=j+1

1 =
1

2

(

720− 19×
8× 9

2
+

8× 9× 17

6

)

=

120don P (D) =
120

1000
=

12

100
=

3

252. Quelle est la probabilité d'obtenir trois nombres dans un ordreroissant ?On peut reprendre la démonstration préédente, ela hange lesindies de début et de �n des sommes : 10
∑

i=1

10
∑

j=i

10
∑

k=jOn peut aussi ajouter les as � d'égalité � au alul préédent,mais e n'est pas si faile.
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ConditionnementExerie 7Trois urnes ontiennent des boules blanhes et noires :� U1 ontient 2 blanhes et 3 noires� U2 ontient 4 blanhes et 2 noires� U3 ontient 6 blanhes et 1 noire.On e�etue trois tirages suessifs de la manière suivante :� on tire une boule de U1, on note sa ouleur, on met ette boule dansl'urne U2� on tire une boule de U2, on note sa ouleur, et on met ette bouledans l'urne U3� on tire une boule de U3 et on note sa ouleur.Caluler la probabilité pour que les trois boules tirées soient de lamême ouleur.En notant les événéments :� B1, B2, B3 : � on tire une boule blanhe dans l'urne 1 (respetive-ment dans l'urne 2, dans l'urne 3 � ;� N1, N2, N3 : � on tire une boule blanhe dans l'urne 1 (respetive-ment dans l'urne 2, dans l'urne 3 �.alors l'événement A : � les trois boules tirées sont de la même ouleur �s'érit A = (B1 ∩ B2 ∩ B3) ∪ (N1 ∩N2 ∩N3)don P (A) = P (B1 ∩B2 ∩B3) + P (N1 ∩N2 ∩N3) ar les événéments
(B1 ∩ B2 ∩ B3) et (N1 ∩N2 ∩N3) sont inompatiblesde plus d'après la formule des probabilités omposées :
P (B1 ∩ B2 ∩B3) = P (B1)PB1

(B2)PB1∩B2
(B3) et

P (N1 ∩N2 ∩N3) = P (N1)PN1
(N2)PN1∩N2

(N3)or par dé�nition de l'expériene : P (B1) =
2

5
, PB1

(B2) =
5

7

PB1∩B2
(B3) =

7

8
, P (N1) =

3

5
, PN1

(N2) =
3

7
, PB1∩B2

(B3) =
2

8don P (A) =
2

5
×

5

7
×

7

8
,+

3

5
×

3

7
×

2

8
=

70 + 18

5× 7× 8
=

88

5× 7× 8don P (A) =
11

5× 7
=

11

35

Exerie 9On s'intéresse à deux pièes de monnaie indisernables. L'une (la pièenuméro 1) donne pile ave la probabilité 1

2

et l'autre (la pièe numéro2) donne pile ave la probabilité 1

6

.On e�etue des laners suessifs de la façon suivante : on hoisit unepièe de monnaie au hasard, on la lane. On relane la même pièejusqu'à e qu'elle donne fae, et dès qu'on obtient fae, on hange depièe et on reommene.� Pour k ∈ N
∗, on note Ak l'événement : � on lane la pièe 1 au kèmelaner �� Pour k ∈ N
∗, on note Bk l'événement : � on obtient pile au kèmelaner �� Pour k ∈ N

∗, on note uk = P (Ak).1. Pour k entier tel que k > 2, exprimer uk en fontion de uk−1.Il y a deux façons de laner la pièe 1 au kième, soit 'est elle qui aété lanée au laner préédent et le résultat a donné � pile �, soit'est la pièe 2 qui a été lanée au laner préédent et le résultata donné � fae �. Mathématiquement, par propriété :

P (Ak) = P (Ak−1 ∩Ak) + P (Ak−1 ∩Ak)don P (Ak) = P (Ak−1)PAk−1
(Ak) + P (Ak−1)PAk−1

P (Ak)or par dé�nition P (Ak−1) = uk−1 et P (Ak) = ukde plus P (Ak−1) = 1− P (Ak−1)et par dé�nition de l'expériene PAk−1
(Ak) =

1

2

et PAk−1
P (Ak) =

5

6don uk =
1

2
uk−1+

5

6
(1−uk−1) =

(

1

2
−

5

6

)

uk−1+
5

6
= −

1

3
uk−1+

5

62. En déduire, pour n ∈ N
∗, la probabilité un de laner la pièenuméro 1 au nème laner.

(un)n∈N∗ dé�nie plus haut est don une suite arithmétio-géométrique, on va don l'expliiter selon la méthode habituelle :dans un premier temps, on herhe le point �xe :2



α = −
1

3
α +

5

6
⇔

4

3
α =

5

6
⇔ α =

5

6
×

3

4
=

5

8on introduit alors la suite auxiliaire dé�nie pour n ∈ N
∗ par

vn = un −
5

8alors pour n ∈ N
∗, vn+1 = un+1 −

5

8
= −

1

3
un +

5

6
−

5

8

d'après 1.don vn+1 = −
1

3
un +

20

24
−

15

24
=

1

3
un +

5

24
= −

1

3

(

un −
5

8

)

=

−
1

3
vndon (vn)n∈N∗ est une suite géométrique de raison −

1

3don ∀n ∈ N
∗, vn =

(

−
1

3

)n−1

v1or v1 = u1 −
5

8
=

1

2
−

5

8
= −

1

8

ar u1 = P (A1) =
1

2

(on hoisit lapièe au hasard pour le premier laner)don ∀n ∈ N
∗, vn = −

1

8
×

(

−
1

3

)n−1or un = vn +
5

8don ∀n ∈ N
∗, un =

5

8
−

1

8
×

(

−
1

3

)n−13. Pour n ∈ N
∗, on note rn la probabilité d'obtenir pile au nèmelaner.a. Pour n ∈ N

∗, exprimer rn en fontion de un.Conrètement, il y a deux façons de faire pile au nème laner,ave la pièe 1 ou ave la pièe 2. Mathématiquement,par propriété : P (Bn) = P (An ∩Bn) + P (An ∩ Bn)don P (Bn) = P (An)PAn
(Bn) + P (An)PAn

P (Bn)or par dé�nition P (Bn) = rn, P (An) = un et P (An) = 1−unet par dé�nition de l'expériene PAn
(Bn) =

1

2

et PAn
(Bn) =

1

6

don rn =
1

2
un +

1

6
(1− un) =

(

1

2
−

1

6

)

un +
1

6
=

1

3
un +

1

6b. Déterminer lim
n→+∞

rn.La relation rn =
1

3
un +

1

6

nous permet d'expliiter rn grâeau résultat de la question 2., on trouve don
rn =

1

3
×

(

5

8
−

1

8
×

(

−
1

3

)n−1
)

+
1

6
don rn =

5

24
−

1

8
×

1

3
×

(

−
1

3

)n−1

+
1

6
=

9

24
+

1

8
×

(

−
1

3

)ndon rn =
3

8
+

1

8
×

(

−
1

3

)n

=
1

8

(

3 +

(

−
1

3

)n)or (−1

3

)n

→ 0 (forme qn ave −1 < q < 1)don par opérations (addition et produit) rn →
3

8

3



Hors atégorieExerie 16 - le répier amnésiqueNous avons reruté un répier pour élébrer la handeleur, mais il a lafâheuse tendane à oublier s'il a retourné sa rêpe ou non. De sortequ'une rêpe sur deux est � mal retournée � (soit trop de fois, soit pasassez). On suppose qu'il e�etue 10 rêpes.1. Quelle est la probabilité que les 10 rêpes soient réussies (bienretournées) ?En notant Ri l'événement : � la ième rêpe est réussie �.L'événement qui nous intéresse ii est R1∩R2∩· · ·∩R10 =
10
⋂

i=1

Rior les événements (Ri)16i610 sont mutuellement indépendantsdon P

(

10
⋂

i=1

Ri

)

=
10
∏

i=1

P (Ri) =
10
∏

i=1

1

2
=

(

1

2

)n

=
1

2n2. Quelle est la probabilité qu'il réussisse exatement 8 rêpes ?En notant B et événement,

B = (R1 ∩R2 ∩ · · · ∩R8 ∩ R̄9 ∩ R̄10)∪ (R1 ∩R2 ∩ · · · ∩R7 ∩ R̄8 ∩

R9 ∩ R̄10) ∪ · · · ∪ (R̄1 ∩ R̄2 ∩R3 ∩ · · · ∩ R10)plus préisément il faut hoisir 8 rêpes réussies parmi les 10 (ou
2 rêpes ratées parmi les 10) et il y a (10

2

)

=
10× 9

2
= 45 hoixet haun de es hoix (événements tels que B = (R1∩R2 ∩ · · ·∩

R8 ∩ R̄9 ∩ R̄10) sont inompatibles deux à deux don
P (B) = P (R1 ∩ R2 ∩ · · · ∩ R8 ∩ R̄9 ∩ R̄10) + P (R1 ∩ R2 ∩ · · · ∩

R7 ∩ R̄8 ∩ R9 ∩ R̄10) + · · ·+ P (R̄1 ∩ R̄2 ∩ R3 ∩ · · · ∩ R10)or par indépendane mutuelle de (Ri)16i610 et parpropriété P (R1 ∩ R2 ∩ · · · ∩ R8 ∩ R̄9 ∩ R̄10) =

P (R1)P (R2) . . . P (R8)P (R̄9)P (R̄10) =
1

210de même la probabilité de haun de es 45 événements a pourprobabilité 1

2ndon P (B) = 45×
1

2n
=

45

2n

3. Quelle est la probabilité qu'il réussisse au moins 7 rêpes ?De manière analogue, il y a (10
7

)

=

(

10

3

)

=
10× 9× 8

3!
= 120façons de plaer les 3 rêpes ratées (ou les 7 rêpes réussies) ethaune de es ombinaisons a pour probabilité 1

2ndon la probabilité de l'événement reherhée ii est 120

2nExeries plus di�ilesExerie 171. On piohe simultanément 3 artes dans un jeu de 32 artes. Dé-terminer la probabilité d'obtenir :a. exatement une dameSoit A l'événement � obtenir exatement une dame �tous les tirages de trois artes étant équiprobables,

P (A) =
cardA

cardΩ

or cardΩ =

(

32

3

)

=
32× 31× 30

3!
cardΩ = 32× 31× 5 = 4 960 (trois artes à tirer parmi 32)et cardA =

(

4

1

)

×

(

28

2

)

= 4×

(

28

2

)

= 4× 14× 27 = 1 512ela orrespond au tirage d'une dame parmi les quatre et dedeux artes parmi les 28 autres artes.don P (A) =
4× 14× 27

32× 31× 5
=

8× 7× 27

8× 4× 31× 5
=

189

620b. au moins une dame (2 méthodes possibles)On appelle B l'événement � au moins une dame �. Dans egenre de situation (� au moins... �), il est intéressant de s'inté-resser à l'événement ontraire, B qui orrespond à � n'obtenirauune dame � e qui revient à tirer 3 artes parmi les 28,don cardB =

(

28

3

)

=
28× 27× 26

6
= 14× 9× 26 = 3 2764



don P (B) =
22 × 7× 9× 13

8× 4× 31× 5
=

7× 9× 13

8× 31× 5
=

819

1240et don P (B) = 1− P (B) =
421

1240L'autre option est de distinguer les di�érents as qui réa-lisent l'événement B : exatement une dame, exatementdeux dames, exatement trois dames et exatement quatredames.. une dame et deux piques exatement.Appelons C l'événement � obtenir une dame et deux piquesexatement �L'énoné n'est pas totalement expliite sur le fait que les deuxpiques puissent ontenir une dame ou non, on va onsidérerque oui et il y a alors deux as :

1er as : la main ontient la dame de piquela main est alors onstituée de la dame de pique, d'un autrepique (pas la dame) et d'une arte qui n'est ni un pique niune damela dame de pique faisant partie du jeu, il reste à hoisir unpique parmi les 7 autres (que la dame), et une arte parmile reste des artes (ni pique ni dame)or il y a 11 artes qui sont dame ou pique, don il reste àhoisir 1 arte parmi 21don e as ontient 7× 21 = 147 mains
2ème as : la main ne ontient pas la dame de piquedans e as il faut hoisir 1 dame parmi les 4, deux piquesparmi les 7 autres que la dame, 4 ×

(

7

2

)

= 4 ×
7× 6

2
=

4× 21 = 84don au total, cardC = 147+84 = 231 et don P (C) =
231

49602. Répondre aux mêmes questions en supposant que haque artetirée est remise dans le jeu.Il s'agit ii d'un tirage ave remise, et il y a 323 tirages possibles.
a. La dame peut être tirée au premier, au deuxième ou au troi-sième tirage. Par exemple si 'est au premier, il y a quatrepossibilités pour la première arte (une parmi les quatredames), puis 28 pour les deux tirages suivants, don il y a

4 × (28)2 qui donnent exatement une dame au premier ti-rage. C'est la même hose pour obtenir la dame au deuxièmeou troisième tiragedon ii P (A′) =
3× 4× (28)2

(32)3
=

3× 43 × 72

43 × 83
=

147

512b. de manière analogue,
P (B′) =

×(28)3

(32)3
=

73

83
=

343

512
don P (B′) =

169

512. On s'inspire des questions 1. et 2.a et on trouve
P (C ′) =

3× 4× 72 + 6× 7× 21

(32)3
=

6× 72(2 + 3)

(32)3

=
3× 5× 72

16× (32)2
=

735

16 384
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Exerie 18On dispose de trois pièes équilibrées, l'une ayant ses deux �tésblans, les deux autres ayant une fae blanhe et une fae noire. Onprend une pièe au hasard, et on e�etue n laners indépendants deette pièe.� Pour k ∈ [[1, n]], on note Bk l'événement : � on obtient blan au kèmelaner � ;� et on note A l'événement : � on lane la pièe blanhe �1. Quelle est la probabilité d'obtenir � blan � au premier laner ?Il y a deux façons d'obtenir blan au premier laner, ave la pièeblanhe ou ave les autresi.e. ave la propriété du ours, P (B1) = P (B1 ∩A) + P (B1 ∩A)soit P (B1) = P (A)PA(B1) + P (A)PA(B1)or P (A) =
1

3

(il y a une hane sur trois que la pièe blanhesoit hoisie au début), PA(B1) = 1 (ave la pièe blanhe, 'est àoup sûr une fae blane qui sort) et PA(B1) =
1

2

(ave les deuxautres pièes, il y a une hane sur deux de tomber sur une faeblanhe).don P (B1) =
1

3
× 1 +

2

3
×

1

2
=

2

32. Quelle est la probabilité d'obtenir � blan � aux n premiers lan-ers ?De même (on s'intéresse ii à l'événement B1 ∩ B2 ∩ · · · ∩Bn)
P (B1∩· · ·∩Bn) = P (A)PA(B1∩· · ·∩Bn)+P (A)PA(B1∩· · ·∩Bn)or PA(B1 ∩ · · · ∩Bn) = 1 et

PA(B1 ∩ · · · ∩ Bn) = PA(B1) × · · · × PA(Bn) par indépendanemutuelle des laners une fois la pièe hoisiedon PA(B1 ∩ · · · ∩ Bn) =
1

2ndon P (B1 ∩ · · · ∩Bn) =
1

3
× 1 +

2

3
×

1

2n
=

1

3

(

1 +
1

2n−1

)3. a. Sahant qu'on a obtenu n fois de suite � blan �, quelle estla probabilité que l'on ait pris la pièe uniolore ?
La question herhe une ause, onnaissant un résultat :

PB1∩···∩Bn
(A) il faut don utiliser la formule de Bayes

PB1∩···∩Bn
(A) =

P (A)PA(B1 ∩ · · · ∩ Bn)

P (B1 ∩ · · · ∩Bn)or d'après la question 2. P (A)PA(B1 ∩ · · · ∩ Bn) =
1

3et P (B1 ∩ · · · ∩ Bn) =
1

3

(

1 +
1

2n−1

)don PB1∩···∩Bn
(A) =

1

1 + 1

2n−1b. Combien de laners faut-il avoir e�etué pour que ette pro-babilité soit supérieure à 0, 98 ?D'après la question préédente,
PB1∩···∩Bn

(A) > 0, 98 ⇔
1

1 + 1

2n−1

> 0, 98

⇔
1 + 1

2n−1

1
6

1

0, 98
⇔

1

2n−1
6

1

0, 98
− 1

⇔
1

2n−1
6

1− 0, 98

0, 98
⇔

1

2n−1
6

0, 02

0, 98
⇔

1

2n−1
6

1

49
⇔ 2n−1

> 49 ⇔ ln
(

2n−1
)

> ln
(

72
)

⇔ (n− 1) ln(2) > 2 ln(7)

⇔ n− 1 > 2×
ln(7)

ln(2)

ar ln(2) > 0 ⇔ n > 1 + 2×
ln(7)

ln(2)On peut presque le résoudre sans alulatrie :

ln(4) < ln(7) < ln(8) i.e. ln (22) < ln(7) < ln
(

23
)don 2 ln(2) < ln(7) < 3 ln(2) et don 2 <

ln(7)

ln(2)
< 3en�n 5 < 1 + 2×

ln(7)

ln(2)
< 7, e qui nous dit qu'à partir de 7tirages, la ondition sera remplie, mais on ne peut déterminerainsi si 6 tirages su�sent.Ave la alulatrie, on trouve, 1+2×

ln(7)

ln(2)
> 6 don il fautau moins 7 laners pour remplir la ondition.
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