
ECG 1a - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques D.S. n°3 - 16 déembre 2023Corrigé Total sur 61 pointsExerie 1 - vrai ou faux 5 points - 0,5 point par bonne réponseIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour et exerie (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.a) une suite arithmétio-géométrique est toujours roissanteFaux, par exemple la suite dé�nie par un+1 =
1

2
un + 1 et u0 = 4 (on peut le voir ave u1 = 3 e qui su�t àontredire (un)n∈N roissante).b) Pour a ∈ R,

√
a2 = a Faux ar √(−2)2 = 2 6= −2 (on sait que √

a2 = |a|)) la fontion x 7→
√

x2 − 2x+ 1 est dé�nie sur RVrai ar le ontenu de la raine est toujours positif ou nul, puisque x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2d) n
∑

k=0

(

n

k

)

2k = 3n Vrai ar n
∑

k=0

(

n

k

)

2k =
n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−k2k = (1 + 2)n = 3n (d'après la formule du bin�me deNewton)e) deg(P −Q) = deg(P )− deg(Q) Faux, on peut s'en onvainre ave P (x) = x et Q(x) = 1f) Si A ⊂ B alors P (A) > P (B) Faux, 'est le ontraire (f. ours), A ⊂ B ⇒ P (A) 6 P (B)g) 1 = P (A) + P (A) Vrai, f. oursh) si PA(B) = PB(A) alors A et B sont indépendants Faux, f. oursi) ave f dé�nie sur R par f(x) = ln(1 + x2), y =
1

2
admet deux antéédents par fVrai, on peut résoudre l'équation ou étudier les variations (mais il faut les limites en −∞ et +∞, ave l'équation :

f(x) = ln(1 + x2) =
1

2
⇔ ln(1 + x2) =

1

2
⇔ 1 + x2 = e

1
2 ⇔ x2 = e

1
2 − 1 ⇔ x = −

√

e
1
2 − 1 ou x =

√

e
1
2 − 1j) ave f dé�nie sur R par f(x) = 1 + x2, f〈[−1; 2]〉 = [1, 4]Faux ar f(2) = 5, don l'image direte ne peut être réduite à [1, 4])Exerie 2 - Python 3 pointsOn suppose que L ontient une liste de 1 000 nombres positifs1. Erire un programme qui renvoie le minimum de la liste L 1,5 pointsComme vu en ours, on dé�nit initialement le minimum omme la premièrevaleur de la liste, puis on parourt toute la liste et on met à jour le minimumdès que l'on renontre une valeur stritement plus petite. min =L[0]

for i in range (1, len (L)):

if L[i]< min :

min =L[i]

print (min )2. Erire un programme qui renvoie le premier rang d'apparition du nombre 100 s'il apparait dans la liste et quirenvoie −1 sinon. 1,5 pointsCette fois, on parourt la liste, mais tant que l'on n'a pas renontré lavaleur 100, d'où l'usage d'une boule while. Comme il est possible quel'on ne renontre pas ette valeur, il faut rajouter une ondition d'arrêtdans la boule while, sinon dans e as, on testerait la 1 001ème valeurde la liste qui n'existe pas. Et il faut mettre ette ondition en premier. n=0

while n <1000 and L[n ]!=100 :

n=n+1

if n ==1000 :

print (-1)

else :

print (n)A la �n, si on trouve la valeur 1 000, 'est que la valeur 100 n'a pas été renontrée, il faut don rajouter uneondition pour l'a�hage.
1



Exerie 3 - somme 5,5 pointsPour a et b deux nombres réels, on note min(a, b) le minimum entre es deux nombres, à savoirmin(a, b) vaut a lorsque
a 6 b et b lorsque a > b1. Caluler 9

∑

k=1

min(5, k) 1 pointOn remarque au préalable que pour k 6 5,min(5, k) = k et pour k > 5,min(5, k) = 5don 9
∑

k=1

min(5, k) =

5
∑

k=1

min(5, k) +

9
∑

k=6

min(5, k) par relation de Chasleset don 9
∑

k=1

min(5, k) =

5
∑

k=1

k +

9
∑

k=6

5 =
5× 6

2
+ 4× 5 = 35 (on a reonnu la somme des entiers de 1 à 5 pour lapremière).2. Caluler 15

∑

k=1

min(7, k) 1 pointDe manière analogue 15
∑

k=1

min(7, k) =
7

∑

k=1

min(7, k) +
15
∑

k=8

min(7, k) =
7

∑

k=1

k +
15
∑

k=8

7don 15
∑

k=1

min(7, k) =
7× 8

2
+ 8× 7 = 843. Soit n > 2. Pour i un entier �xé tel que 1 6 i 6 n− 1, on note :

un(i) =

n
∑

k=1

min(i, k)a. Montrer que un(i) =

(

n+
1

2

)

i− i2

2
1,5 pointsComme nous l'avons vu sur les premiers exemples, pour i �xé, tant que k 6 i,min(i, k) = k et pour

k > i,min(i, k) = i. On déoupe don à nouveau la somme à l'aide de la relation de Chasles :
un(i) =

n
∑

k=1

min(i, k) =
i

∑

k=1

min(i, k) +
n
∑

k=i+1

min(i, k) =
i

∑
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k +
n
∑

k=i+1

ior i
∑

k=1

k =
i(i+ 1)

2
(somme d'entiers)et n

∑

k=i+1

i = (n− (i + 1) + 1)× i = (n− i)× i (ar i ne dépend pas de k)don un(i) =
i(i+ 1)

2
+ (n− i)i =

i2

2
+

i

2
+ ni− i2 = n× i+

1

2
× i− i2

2
don un(i) =

(

n+
1

2

)

i− i2

2b. En déduire que n
∑

i=1

un(i) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
2 pointsD'après le résultat préédent,
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∑
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=

(

n+
1

2

) n
∑
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2
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i2 par linéaritéor n
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n(n+ 1)

2
(somme d'entiers) et n

∑

i=1
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n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(somme des arrés des entiers de 1 à n)don n

∑

i=1
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2
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6
=
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=
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1
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Exerie 4 15 pointsOn onsidère la fontion f dé�nie sur R+ par f(x) = 3x

1 + 2x
et la suite (un)n∈N dé�nie par u0 =

1

2
et ∀n ∈ N, un+1 =

f(un)1. a. Pour x > 0, fatoriser l'expression f(x)− x 1 pointSoit x > 0, alors par dé�nition de f

f(x)− x =
3x

1 + 2x
− x =

3x− x(1 + 2x)

1 + 2x
=

3x− x− 2x2

1 + 2x
=

2x− 2x2

1 + 2x
=

2x(1− x)

1 + 2xb. Montrer que ∀x ∈ [0; 1], f(x)− x > 0 1 pointSoit x ∈ [0; 1] alors x > 0 et don 2x > 0, de plus x 6 1 ⇒ 0 6 1− x et en�n 1 + 2x > 0don l'expression de f(x)−x trouvée préédemment s'érit omme un produit et quotient de termes positifs,don ∀x ∈ [0; 1], f(x)− x > 02. a. Caluler u1 et u2 1 pointPar dé�nition de la suite u1 = f(u0) = f

(

1

2

)

=
3× 1

2

1 + 2× 1

2

=
3

2

2
=

3

4de même u2 = f(u1) = f

(

3

4

)

=
3× 3

4

1 + 2× 3

4

=
9

4

1 + 3

2

=
9

4

5

2

=
9

4
× 2

5
=

9× 2

2× 2× 5
=

9

10b. Démontrer, par réurrene, que ∀n ∈ N, 0 6 un 6 1 2 pointsOn s'exéute, pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : 0 6 un 6 1Initialisation : u0 =
1

2
don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraied'une part, par hypothèse un > 0 don 3un > 0 et 1 + 2un > 0 et don 3un

1 + 2un

> 0 en tant que quotientde termes positifs i.e. f(un) = un+1 > 0d'autre part, par hypothèse à nouveau, un 6 1 don un + 2un 6 1 + 2un i.e. 3un 6 1 + 2unde plus 1 + 2un > 0 ⇒ 1

1 + 2un

> 0 don 1

1 + 2un

× 3un 6
1

1 + 2un

× 1 + 2un et don 3un

1 + 2un

6 1i.e f(un) = un+1 6 1 et don �nalement 0 6 un+1 6 1 don P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. 0 6 un 6 1. Etudier les variations de la suite (un)n∈N 1 pointD'après la question préédente, ∀n ∈ N, 0 6 un 6 1 et d'après 1.b., x ∈ [0; 1] ⇒ f(x)− x > 0don ∀n ∈ N, f(un)− un > 0 i.e. un+1 − un > 0 et don la suite (un)n∈N est roissante.d. Montrer que ∀n ∈ N, un =
3n

3n + 1
2 pointsEnore par réurrene, pour n ∈ N, on dé�nit Q(n) : un =

3n

3n + 1Initialisation : Q(0) est vraie ⇔ u0 =
30

30 + 1
=

1

1 + 1
=

1

2
e qui est vrai, don Q(0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que Q(n) est vraiealors par dé�nition de la suite un+1 = f(un) =

3un

1 + 2un

et don par hypothèse
un+1 =

3× 3
n

3n+1

1 + 2× 3n

3n+1

=
3×3

n

3n+1

1 + 2×3n

3n+1

=
3
n+1

3n+1

3n+1+2×3n

3n+1

=
3
n+1

3n+1

1+3×3n

3n+1

=
3
n+1

3n+1

1+3n+1

3n+1

=
3n+1

3n + 1
× 3n + 1

1 + 3n+1
=

3n+1

1 + 3n+1don Q(n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie, i.e. un =
3n

3n + 13. Soit la suite (vn)n∈N dé�nie, pour tout entier naturel , par vn =
un

1− una. Montrer que la suite (vn)n∈N est une suite géométrique. 1,5 pointsPour n ∈ N, par dé�nition des suites (vn)n∈N et (un)n∈N, vn+1 =
un+1

1− un+1

et alors
vn+1 =

3un

1+2un

1− 3un

1+2un

=
3un

1+2un

1+2un−3un

1+2un

=
3un

1+2un

1−un

1+2un

=
3un

1 + 2un

× 1 + 2un

1− un

=
3un

1− un

= 3× un

1− un

= 3vndon (vn)n∈N est une suite géométrique de raison 33



b. Exprimer vn en fontion de n, pour tout entier naturel n 1 pointPar propriété sur les suites géométriques, ∀n ∈ N, vn = v0 × 3nor par dé�nition v0 =
un

1− un

=
1

2

1− 1

2

=
1

2

1

2

= 1 don ∀n ∈ N, vn = 1× 3n = 3n. Retrouver l'expression de un, pour tout entier naturel n 1,5 pointsDans un premier temps, on inverse la formule qui dé�nit vn (on peut aussi diretement injeter son expres-sion) : soit n ∈ N alors vn =
un

1− un

et don vn(1− un) = un puis vn − unvn = undon un + unvn = vn et de fait un(1 + vn) = vn et en�n un =
vn

1 + vn
soit un =

3n

1 + 3n
d'après l'expressionde vn trouvée à la question préédente (la division par 1+ vn était bien possible ar vn = 3n ⇒ 1+ vn 6= 0)4. Ave Python,a. Erire un programme qui réée une liste ontenant les 100 premiers termes de la suite u, puis représentegraphiquement la suite ave es termes et sous la forme d'un nuage de points. 1,5 pointsOn dé�nit d'abord la liste des termes ave la syntaxe inluant une boule for dans la dé�nition de la listeet en utilisant la formule expliite de la suite.Puis pour la représenter un simple plot(u) su�t puisqueles absisses sont alors impliitement 0, 1, . . . , 99 (il fautbien sûr avoir hargé la librairie adéquate au préalable) eton ajoute le + pour obtenir le nuage de points. import matplotlib . pyplot as plt

u=[3** n /(3** n+1) for n in range (0 ,100) ]

plt . plot(u,’+’)

plt . show ()b. On admet que la suite onverge vers 1, déterminer le premier rang de la suite pour lequel |un − 1| 6 10−51,5 pointsOn alule de manière itérative les termes de la suite en uti-lisant la liste dé�nie plus haut (sinon on remplae u[n] par
3**n/(3**n+1), et � tant que � la ondition n'est pas atteinte.On va de fait utiliser une boule while (on trouve 11 ii) : import numpy as np

n=0

while np. abs (u[n]-1) >10**( -5) :

n=n+1

print (n)Exerie 5 - la forêt 6 pointsUne forêt se ompose de trois types d'arbres :� 30% sont des hênes ;� 50% sont des peupliers ;� 20% sont des hêtres.Suite à une tempête, une maladie se délare et touhe 10% des hênes, 4% des peupliers, et 25% des hêtres.1. Au sein de ette forêt, quelle est la probabilité qu'un arbre (pris au hasard) soit touhé par ette maladie ?En notant M l'événement : � l'arbre est malade � et C,Pe et H les événéments respetifs : � l'arbre est un hêne(resp. un peuplier, un hêtre)� , omme C,Pe et H forment un système omplet d'événements, la formule desprobabilités totales nous donne :
P (M) = P (M ∩ C) + P (M ∩H) + P (M ∩ Pe) = P (C)PC(M) + P (H)PH(M) + P (Pe)PPe(M) 1,5 pointsdon P (M) = 0, 3× 0, 1 + 0, 5× 0, 04 + 0, 2× 0, 25 = 0, 03 + 0, 02 + 0, 05 = 0, 1 soit une hane sur 102. Sahant qu'un arbre est malade, quelle est la probabilité que e soit un hêne ? 1 pointOn herhe PM (C) et ette information ne nous est pas donnée diretement don on utilise la formule de Bayes :
PM (C) =

P (C)PC(M)

P (M)
=

0, 3× 0, 1

0, 1
= 0, 3 (en utilisant les données de l'énoné et P (M) alulé préédemment)3. En se promenant dans la forêt, on se retrouve fae à un arbre sain, quelle est la probabilité qu'il s'agisse d'unpeuplier ? 1 pointDe même, étant donné qu'un arbre sain est le ontraire d'un arbre malade :

P
M
(Pe) =

P (Pe)PPe(M)

P (M)
=

0, 5× 0, 96

0, 9
=

48

90
=

8

15ar PPe(M) = 1− PPe(M) = 1− 0, 04 = 0, 96 et P (M) = 1− P (M) = 1− 0, 1 = 0, 94. Les événements � un arbre de la forêt est touhé par ette maladie � et � un arbre de la forêt est un peuplier �sont-ils indépendants ? 0,5 pointConrètement on voit qu'il y a une dépendane : en proportion il y a moins de peupliers malades que d'arbresmalades en général.Mathématiquement on le justi�e ave PPe(M) 6= P (M), en e�et PPe(M) = 0, 04 et P (M) = 0, 14



5. Pour faire le parquet de votre maison, vous avez besoin de trois arbres. Quelle est la probabilité que votre parquetsoit omposé de trois bois di�érents ? (les arbres sont pris parmi eux qui sont touhés par la maladie).2 pointsOn s'intéresse don au � tirage � de 3 arbres parmi les malades. On onsidère que les tirages sont mutuellementindépendants et ne modi�ent pas les probabilités (omme un tirage ave remise don).au sein de es tirages, il y a 3! = 6 façons de tirer 3 arbres di�érents (elles qui orrespondent aux 6 branhesqui donnent 3 arbres di�érents dans l'arbre de probabilités).haun de es tirages a pour probabilité PM (C)× PM (Pe)× PM (H)don la probabilité reherhée vaut 6× PM (C)× PM (Pe)× PM (H) ar es 6 tirages sont inompatiblesomme à la question 2., on trouve
PM (Pe) =

P (Pe)PPe(M)

P (M)
=

0, 5× 0, 04

0, 1
= 0, 2 et PM (H) = 1− PM (C) − PM (Pe) = 1− 0, 3− 0, 2 = 0, 5don la probabilité reherhée vaut 6× 0, 3× 0, 2× 0, 5 = 0, 18Exerie 6 - tirages 8,5 pointsOn suppose que l'on dispose de deux urnes :� UR omposée de deux balles rouges et deux balles bleues� UB omposée d'une balle rouge et trois balles bleuesLe but de l'exerie est d'étudier deux jeux de tirage dans es urnes, ave ou sans remise.Pour n ∈ N

∗, on note Rn l'événement � on tire une balle rouge au nième tirage � et Bn l'événement : � on tire uneballe bleue au nième tirage �.Le premier tirage s'e�etue toujours dans l'urne rouge ; puis le tirage numéro n s'e�etuera dans l'urne de la ouleurde la balle obtenue au tirage numéro n− 1On suppose qu'il y a équiprobabilité du hoix des di�érentes balles.1. Dans ette question, on e�etue une suession de tirages ave remise selon le protoole dérit au début del'exerie.On note également, pour n ∈ N
∗, rn = P (Rn) et bn = P (Bn)a. Soit n ∈ N

∗, justi�er que P (Rn) 6= 0 puis PRn
(Rn+1) =

1

2
1 pointIl s'agit d'un tirage ave remise, don à haque tirage et peu importe l'urne dans laquelle on l'e�etue, il ya toujours au moins une balle rouge, don P (Rn) 6= 0par ailleurs, d'après les hypothèses de l'énoné, si une boule rouge est tirée au nième tirage, alors le tiragesuivant, i.e. le n+1ième, s'e�etue dans l'urne UR dans laquelle se trouvent deux balles rouges et deux ballesbleues, haune d'entre elle pouvant être tirée de manière équiprobable, e qui s'érit PRn

(Rn+1) =
1

2b. Démontrer que pour tout n ∈ N
∗ : rn+1 =

1

4
rn +

1

4
1,5 pointsIl y a deux façons d'obtenir une balle rouge au n + 1ième tirage, soit en ayant obtenu une balle rouge autirage préédent, soit en ayant obtenu une balle bleueautrement dit, d'après la proprété du ours P (Rn+1) = P (Rn ∩Rn+1) + P (Rn ∩Rn+1)don P (Rn+1) = P (Rn)PRn

(Rn+1) + P (Rn)PRn

(Rn+1) par dé�nition des probabilités onditionnellesor d'après la question préédente PRn
(Rn+1) =

1

2
et de même P

Rn

(Rn+1) =
1

4
(dans e dernier as, 'est laprobabilité d'avoir une balle rouge, sahant que l'on e�etue le tirage dans UB où se trouvent 1 balle rougeet 3 balles bleues)don P (Rn+1) = P (Rn)×

1

2
+P (Rn)×

1

4
i.e. rn+1 =

1

2
rn+

1

4
(1− rn) =

(

1

2
− 1

4

)

rn+
1

4
=

1

4
rn+

1

4
ave lanotation proposée par l'énoné : rn = P (Rn), on a alors rn+1 = P (Rn+1) et ar P (Rn) = 1−P (Rn) = 1−rn. En déduire le terme général de (rn)n∈N∗ puis elui de (bn)n∈N∗ 2 pointsAve la relation trouvée, à la question préédente, on reonnait une suite arithmétio-géométrique, onherhe dans un premier temps un point �xe :

α =
1

4
α+

1

4
⇔ 3

4
α =

1

4
⇔ 3α = 1 ⇔ α =

1

3
et on introduit alors la suite (vn)n∈N∗ dé�nie par vn = rn − 1

3soit n ∈ N
∗, par dé�nition vn+1 = rn+1 −

1

3don par dé�nition de rn, vn+1 =
1

4
rn +

1

4
− 1

3
=

1

4
rn +

3

12
− 4

12
=

1

4
rn − 1

12
=

1

4

(

rn − 1

3

)

=
1

4
vndon (vn)n∈N est géométrique de raison 1

4
don ∀n ∈ N

∗, vn =

(

1

4

)n−1

v1 =
1

4n−1
× v1or v1 = r1 −

1

3
=

1

2
− 1

3
=

1

6
ar par hypothèse r1 =

1

2
(ar on tire dans l'urne UR au premier tirage)5



et don ∀n ∈ N
∗,

vn =
1

6
× 1

4n−1
=

1

2× 4n−1
, or ∀n ∈ N, rn = vn +

1

3
don rn =

1

3
+

1

6× 4n−1
=

1

3

(

1 +
1

2× 4n−1

)en�n, pour n ∈ N
∗, omme Bn = Rn alors P (Bn) = 1− P (Rn) i.e. bn = 1− rndon bn = 1− 1

3

(

1 +
1

2× 4n−1

)

=
1

3

(

2− 1

2× 4n−1

)2. Dans ette question, on e�etue trois tirages suessifs sans remise selon le protoole dérit préédemment.a. Justi�er que PR1
(R2) =

1

3
puis déterminer également PB1

(R2) 1 pointOn herhe dans un premier temps la probabilité de tirer une balle rouge au deuxième tirage sahant qu'uneballe rouge a été tirée au premier tirageor e premier tirage a été e�etué dans l'urne UR par hypothèse et il entraine d'une part que le seonds'e�etuera dans l'urne UR et d'autre part que ette urne sera alors omposée d'une balle rouge et de deuxballes bleues (ar la balle rouge tirée au premier tirage n'a pas été remise dans l'urne UR), don le tiragede haune des trois balles étant équiprobable, on trouve PR1
(R2) =

1

3et de manière analogue, PB1
(R2) =

1

4
ar si une balle bleue a été tirée au premier tirage (dans l'urne UR),on e�etue le deuxième tirage dans l'urne UB dont la omposition n'a pas été modi�ée (elle ontient dontoujours une balle rouge et 3 balles bleues).b. Caluler P (R2) 1,5 pointsComme à la question 1.b., il y a deux façons d'obtenir une balle rouge au 2ième tirage, soit en ayant obtenuune balle rouge au premier, soit en ayant obtenu une balle bleue. Autrement dit, d'après la proprété duours : P (R2) = P (R1 ∩R2) + P (R1 ∩R2) = P (R1 ∩R2) + P (B1 ∩R2) (ar R1 = B1)don P (R2) = P (R1)PR1

(R1) + P (B1)PB1
(R2) par dé�nition des probabilités onditionnellesor P (R1) = P (B1) =

1

2
(deux balles bleues et deux balles rouges dans l'urne UR au début) et d'après laquestion préédente PR1
(R2) =

1

3
et PB1

(R2) =
1

4
don P (R2) =

1

2
× 1

3
+

1

2
× 1

4
=

1

6
+

1

8
=

4

24
+

3

24
=

7

24. Caluler PR2
(R1) 1 pointIl s'agit ii � d'inverser le temps � (onnaitre la probabilité d'avoir tiré une balle rouge en premier sahantqu'une balle rouge a été tirée au deuxième tirage), don on utilise la formule de Bayes :

PR2
(R1) =

P (R1)PR1
(R2)

P (R2)
=

1

2
× 1

3

7

24

=
1

6
× 24

7
=

6× 4

6× 7
=

4

7
(toutes les probabilités étant onnues ave lesquestions préédentes)d. Que dire de l'évènement R1 ∩R2 ∩R3 ? 0,5 pointC'est l'événement impossible autrement dit P (R1 ∩R2 ∩R3) = 0, ar tant qu'on e�etue que des tirages deballes rouges on réalise les tirages dans l'urne UR et omme les tirages sont sans remise, après deux tiragesil n'y a plus de balle rouge dans l'urne UR. Autrement dit, ave la formule des probabilités omposées :

P (R1 ∩R2 ∩R3) = P (R1)PR1
(R2)PR1∩R2

P (R3) = 0 ar PR1∩R2
P (R3) = 0Exerie 7 6 pointsSoit a un nombre réel �xé. On onsidère le polyn�me P dé�ni par :

∀x ∈ R, P (x) = x3 − (a+ 2)x2 + (2a+ 1)x− a1. Donner le degré de P 0,25 point
P est de degré 3 ar le terme de plus haut degré est x3 quelle que soit la valeur de a2. Montrer que P admet une raine évidente. 0,5 pointSoit a ∈ R, alors 1 est une raine évidente ar P (1) = 13−(a+2)×12+(2a+1)×1−a = 1−a−2+2a+1−a = 0(là aussi, indépendamment de la valeur de a)3. En déduire P sous forme fatorisée, et donner les raines de P 2,5 pointsComme 1 est une raine de P , on sait que P peut s'érire sous la forme P (x) = (x−1)Q(x) où Q est un polyn�medu seond degré don Q(x) = Ax2 +Bx+ C où A,B et C sont des nombres réelsdon (x−1)Q(x) = (x−1)(Ax2+Bx+C) = Ax3+Bx2+Cx−(Ax2+Bx+C) = Ax3+(B−A)x2+(C−B)x−Cor P (x) = x3 − (a+ 2)x2 + (2a+ 1)x− adon par identi�ation A = 1 puis B −A = −(a+2) ⇒ B = −(a+2)+A = −a− 2+ 1 = −a− 1 = −(a+1) eten�n −C = −a don C = 1 6



de fait Q(x) = x2 − (a + 1)x + a or e polyn�me admet à nouveau 1 omme raine évidente, de fait (omme
A = 1) le produit des raines vaut a et sa deuxième raine vaut ae que l'on peut retrouver ave (x− 1)(x− a) = x2 − ax− x+ a = x2 − (a+ 1)x+ a�nalement Q(x) = (x− 1)(x− a) et don P (x) = (x − 1)Q(x) = (x− 1)(x− 1)(x− a) = (x− 1)2(x− a)4. Donner, suivant les valeurs de a, le nombre de raines de P 0,25 pointD'après la question préédente, on sait que 1 et a sont les raines de P , de fait ∀a ∈ R \ {1}, P a 2 raines maissi a = 1 alors P n'a qu'une seule raine ('est 1 qui est alors � raine triple �)5. Dans ette question, on suppose que a = 3a. Résoudre l'inéquation P (x) 6 0 1 pointD'après la question 3., on sait qu'alors P (x) = (x− 1)2(x− 3)don (x− 1)2 étant toujours positif où nul, P (x) est du signe de x− 3 et don P (x) 6 0 ⇔ x− 3 6 0or x− 3 6 0 ⇔ x 6 3 don P (x) 6 0 ⇔ x 6 3 i.e. x ∈]−∞, 3]b. En déduire l'ensemble des solutions de l'inéquation : e2t − 5et + 7− 3e−t

6 0 1,5 pointsOn voit le lien ave le polyn�me, mais pour le rendre enore plus lair au niveau des puissanes desexponentielles, on va multiplier l'équation par etsoit t ∈ R, on note I l'inéquation, alors
I ⇔ e2t − 5et + 7− 3e−t

6 0 ⇔ et(e2t − 5et + 7− 3e−t) 6 et × 0 ar et > 0 (pour tout réel t)don I ⇔ e3t − 5e2t + 7et − 3 6 0 ⇔ P (et) 6 0 (ar ete−t = et−t = e0 = 1)or d'après la question préédente, P (x) 6 0 ⇔ x 6 3 don P (et) 6 0 ⇔ et 6 3 et don P (et) 6 0 ⇔
ln(et) 6 ln(3) ar la fontion ln est roissante ainsi que l'exponentielle (pour l'équivalene)�nalement I ⇔ ln(et) 6 ln(3) ⇔ t 6 ln(3) (ar ln(et) = t pour tout réel t) don S =]−∞, ln(3)]Exerie 8 - des fontions polynomiales 12 pointsOn onsidère, pour tout entier n non nul, la fontion polynomiale fn dé�nie par : ∀x ∈ R, fn(x) = (1 + 2x)n − 2nxn1. a. Donner les formes développées des fontions f1, f2, f3. Dans haun des as, déterminer leurs raines.
f1(x) = (1 + 2x)1 − 21x1 = 1+ 2x− 2x = 1 don f1 n'admet pas de raines 2 points
f2(x) = (1 + 2x)2 − 22x2 = 1+ 4x+ 4x2 − 4x2 = 1+ 4x don f2 admet pour unique raine −1

4Et en utilisant la formule du bin�me de Newton, on obtient :
f3(x) = (1 + 2x)3 − 23x3 = 1+ 3× 2x+ 3× (2x)2 + (2x)3 − 8x3 = 1 + 6x+ 12x2On en déduit que f3 n'admet pas de raines (∆ = 62 − 4× 1× 12 = −12)b. Développer la fontion f4. Véri�er que f4 s'annule en −1

4
, puis en déduire les raines de f4 3 pointsDe nouveau ave la formule du bin�me de Newton (et sahant que (

4

2

)

= 6), on obtient :
f4(x) = (1 + 2x)4 − 24x4 = 1+ 4× 2x+ 6× (2x)2 + 4(2x)3 + (2x)4 − 16x4 = 1 + 8x+ 24x2 + 32x3Le alul i-dessous est possible ave les deux formes de f4, on utilise ii elle donnée par l'énoné (plut�tque la forme développée juste au-dessus).On trouve f (

−1

4

)

=

(

1 + 2×
(

−1

4

))4

− 24
(

−1

4

)4

=

(

1

2

)4

− 24

44
=

(

1

2

)4

−
(

1

2

)4

= 0Or, f4 est un polyn�me de degré 3, on en déduit que f4 peut s'érire sous la forme :
f4(x) =

(

x+
1

4

)

Q(x) où Q est un polyn�me de degré 2En érivant Q(x) = ax2 + bx+ c où a, b, c sont des réels, on obtient :
f4(x) = ax3 + bx2 + cx+

1

4
ax2 +

1

4
bx+

1

4
c = ax3 +

(

b+
1

4
a

)

x2 +

(

c+
1

4
b

)

x+
1

4
cdon en identi�ant les oe�ients ave la forme développée de f4 obtenue plus haut, on trouve :

a = 32 b+
1

4
a = 24 c+

1

4
b = 8

1

4
c = 1 et don a = 32 b = 16 c = 4puis en remarquant que le disriminant de Q(x) est stritement négatif (∆ = 162−4×32×4 = 162(1−2) =

−162) on en déduit que Q n'a pas de raine et don que f4 n'a pas de raine supplémentaire. f4 n'admetdon que −1

4
omme raine.2. a. Donner la forme développée de la fontion fn 1,5 pointsSoit n ∈ N et x ∈ R alors d'après la formule du bin�me de Newton,

(1 + 2x)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−k(2x)k =

n
∑

k=0

(

n

k

)

2kxk =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

2kxk +

(

n

n

)

2nxn7



d'après la relation de Chasles (possible ar n > 1 ⇒ n− 1 > 0)don (1 + 2x)n =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

2kxk + 2nxn ar (n
n

)

= 1et don fn(x) = (1 + 2x)n − 2nxn =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

2kxk + 2nxn − 2nxn =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

2kxkb. Montrer que pour tout entier n > 1, fn est de degré n− 1 et déterminer son oe�ient dominant.0,5 pointAve l'expression de la question préédente, fn(x) =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

2kxk, on trouve que le terme de plus hautdegré est ( n

n− 1

)

2n−1xn−1 (dernier terme de la somme pour k = n− 1)don fn est bien de degré n− 1 et son oe�ient dominant est n2n−1 (ar ( n

n− 1

)

= n)3. a. Montrer que pour tout entier n > 2, la dérivée de fn est donnée par : f ′

n(x) = 2nfn−1(x) 1 pointIi enore plusieurs options sont possibles pour la dérivation, et la forme initiale est de nouveau pratique(en utilisant notamment la dérivée de un qui est nu′un−1) :
f ′

n(x) = n× 2× (1 + 2x)n−1 − 2n × n× xn−1 = 2n[(1 + 2x)n−1 − 2n−1xn−1] = 2nfn−1(x)b. Caluler, en fontion de la parité de n, fn

(

−1

4

) 1,5 pointsToujours ave la forme initiale : fn (−1

4

)

=

(

1 + 2×
(

−1

4

))n

− 2n
(

−1

4

)n

=

(

1

2

)n

−
(

−2

4

)ndon fn

(

−1

4

)

=
1

2n
− (−1)n

2n
=

1− (−1)n

2nde fait si n est pair alors (−1)n = 1 et don fn

(

−1

4

)

= 0et si n est impair alors (−1)n = −1 et don fn

(

−1

4

)

= 2× 1

2n
=

1

2n−1. Déduire des deux questions préédentes, en raisonnant par réurrene, que pour tout entier n > 1, � lafontion f2n admet omme unique raine −1

4
et la fontion f2n+1 n'admet auune raine �. 2,5 pointsL'hypothèse de réurrene nous est donnée, on peut la rappeler (pour n ∈ N) :

P (n) : � f2n admet omme unique raine −1

4
et f2n+1 n'admet auune raine �Initialisation : on ommene ave n = 1

P (1) s'érit � f2 admet omme unique raine −1

4
et f3 n'admet auune raine �, e qui est le as ommenous l'avons vu plus haut.Hérédité : soit n > 1, supposons que P (n) est véri�ée.D'après 3.a), f ′

2n+2(x) = 2(2n+ 2)f2n+1(x)or par hypothèse de réurrene f2n+1 n'admet auune raine et d'après la question préédente f2n+1

(

−1

4

)

>

0, de plus f2n+1 est ontinue, don ∀x ∈ R, f2n+1(x) > 0don ∀x ∈ R, f ′

2n+2(x) > 0 et de fait f2n+2 est stritement roissante.or d'après 3.b) f2n+2

(

−1

4

)

= 0 don ∀x ∈
]

−∞,−1

4

[

, f2n+2(x) < 0 et ∀x ∈
]

−1

4
,+∞

[

, f2n+2(x) > 0au passage, nous en déduisons que −1

4
est l'unique rainede f2n+2de plus, f ′

2n+3(x) = 2(2n+3)f2n+2(x), don f ′

2n+3 est demême signe que f2n+2 de fait f2n+3 est déroissante sur
]

−∞,−1

4

[ et roissante sur ]−1

4
,+∞

[or d'après 3.b) f2n+3

(

−1

4

)

> 0, don ∀x ∈
R, f2n+3(x) > 0 et don f2n+3 n'admet pas de raine.D'où la validation de P (n+ 1) (qui inlut don f2n+2 et
f2n+3). De fait par théorème de réurrene, ∀n > 1, P (n)est vraie.Pour y voir plus lair, on peut résumer la situation dansun tableau (de signes et variations) :

x

f2n+1(x)

f ′

2n+2(x)

f2n+2

f2n+2(x)

f ′

2n+3(x)

f2n+3

−∞ −1

4
+∞+ ++ +

0- 0 +- 0 +
21−n21−n8


