
ECG 1a Chapitre 9 - onvergene des suites réelles Déembre 2023 - Janvier 2024Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais :� déterminer une limite à l'aide des suites de référene. �� déterminer une limite à l'aide des propriétés sur les limites : opérations et enadrement. �� montrer l'existene d'une limite grâe à la monotonie d'une suite. �� déterminer une limite à l'aide des roissanes omparées de suites. �� démontrer que deux suites sont adjaentes et déterminer leur limite ommune. �� utiliser la onvergene des deux sous-suites (u2n) et (u2n+1) pour montrer elle de (un) �1 IntrodutionComment dé�nir la notion de limite ? Regardons l'allure de deux suites.
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Dans le premier as, on voit que les termes deviennent in�niment prohes de 1, dans le deuxièmeas, auune tendane ne semble se dégager.2 Limites, dé�nitions2.1 Convergene d'une suiteDé�nition : une suite réelle (un)n∈N est dite onvergente s'il existe un réel ℓ tel que :� tout intervalle ouvert ontenant ℓ, ontient toutes les valeurs de (un)n∈N sauf un nombre �nid'entre elles �.On dira alors que (un)n∈N onverge vers ℓ et on notera lim
n→+∞

un = ℓ ou un −→
n→+∞

ℓ ou un → ℓRemarques :� la dé�nition est équivalente à � tout intervalle ouvert ontenant ℓ, ontient toutes les valeurs de
(un)n∈N à partir d'un ertain rang � ;� la onvergene signi�e don une limite �nie.Dé�nition : une suite réelle (un)n∈N est dite divergente si elle ne onverge pas.Exemple (pour le faire une fois) : démontrons que (

1√
n

)

n∈N∗

tend vers 0Soit ]α, β[ tel que 0 ∈]α, β[ (i.e. ]α, β[ est un intervalle ouvert ontenant 0).1



alors 1√
n
< β ⇔

√
n >

1

β
(ar β > 0 et la fontion inverse est stritement déroissante sur ]0; +∞[)alors 1√

n
< β ⇔ n >

1

β2
(ar les fontions arré et √. sont stritement roissantes sur R+)alors en posant alors n0 =

⌊

1

β2

⌋

+ 1 (ou un entier plus grand que 1

β2
),

∀n > n0,
1√
n

6 β don 1√
n

∈]α, β[ don ]α, β[ ontient tous les termes de la suite sauf un nombre�ni (seuls les termes de rang 1, 2, . . . n0 − 1 peuvent être en dehors de et intervalle)et e pour un intervalle ]α, β[ (ontenant 0) quelonque, don (

1√
n

)

n∈N∗

onverge vers 02.2 Limites in�niesDé�nition : on dit que (un)n∈N tend vers +∞ (ou diverge vers +∞) si :� tout intervalle de type [A,+∞[ (A > 0), ontient toutes les valeurs de (un)n∈N sauf un nombre�ni d'entre elles �.On notera alors lim
n→+∞

un = +∞ ou un −→
n→+∞

+∞ ou un → +∞on dit que (un)n∈N tend vers −∞ (ou diverge vers −∞) si :� tout intervalle de type ]−∞, A] (A < 0), ontient toutes les valeurs de (un)n∈N sauf un nombre�ni d'entre elles �.On notera alors lim
n→+∞

un = −∞ ou un −→
n→+∞

−∞ ou un → −∞Exemples :� la suite (n2)n∈N diverge vers +∞� la suite (

ln

(

1

n+ 1

))

n∈N

diverge vers −∞

B une suite divergente ne tend pas forément vers +∞, f. le ontre-exemple : ((−1)n)n∈NThéorème : si une suite admet une limite (�nie ou in�nie), alors ette limite est unique.3 Limites de référenePropriétés :� pour α > 0, nα −→
n→+∞

+∞ et 1

nα
−→

n→+∞

0� pour a > 0, ean −→
n→+∞

+∞ et (ln(n))a −→
n→+∞

+∞en partiulier en −→
n→+∞

+∞ et ln(n) −→
n→+∞

+∞

Exemples :� n
3

2 −→
n→+∞

+∞ n−7 =
1

n7
−→

n→+∞

+∞� e3n −→
n→+∞

+∞ e
n

2 −→
n→+∞

+∞
(ln(n))5 −→

n→+∞

+∞ (ln(n))
1

3→+∞Propriétés - limites des suites géométriques : soit q ∈ R� si q > 1, qn −→
n→+∞

+∞� si −1 < q < 1, i.e. |q| < 1, lim
n→+∞

qn = 0� si q 6 −1, la suite (qn)n∈N diverge.� si q = 1, (qn)n∈N est onstante égale à 1 et un −→
n→+∞

1

Exemples :� 2n −→
n→+∞

+∞
(

5

4

)n

−→
n→+∞

+∞� (

1

7

)n

−→
n→+∞

+∞
(

−1

2

)n

−→
n→+∞

+∞� ((−3)n)n∈N diverge.
2



4 Propriétés sur limites4.1 Propriétés des suites onvergentes et opérations sur les limitesPropriétés : soit (un)n∈N une suite onvergente,de limite ℓ, alors (un+1)n∈N onverge vers ℓ Remarque : en posant ∀n ∈ N, vn = un+1, 'estévident ave la dé�nition de la limite.Propriétés : si les sous-suites (u2n)n∈N et
(u2n+1)n∈N onvergent vers ℓ alors un −→

n→+∞

ℓ

ave un =
(−1)n

n
, u2n =

1

2n
et u2n+1 =

1

2n+ 1or u2n → 0 et u2n+1 → 0 don un → 0Propriétés - opérations sur les limites des suites onvergentes :soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites onvergentes de limites ℓet ℓ′, alors :� (un + vn)n∈N tend vers ℓ+ ℓ′� (un × vn)n∈N tend vers ℓ× ℓ′� si ∀n ∈ N, vn 6= 0 et ℓ′ 6= 0 alors (un

vn

)

n∈N

tend vers ℓ

ℓ′en partiulier dans e as, ( 1

vn

)

n∈N

tend vers 1

ℓ′

Exemples :� n+ 1

n
= 1+

1

n
don n + 1

n
→ 1� n+ 1

4n
→ 1

4
× 1 =

1

4� (

1
2

)n − 5
1
n
+ 3

→ −5

2
= −5

2
ar

(

1

2

)n

− 5 → −5 et 1

n
+ 3 → 3Propriétés - opérations plus générales sur les limites : f. �n du polyRemarque : une suite onvergente est bornée mais la la réiproque est fausse (quel ontre-exemple ?).4.2 Limites et inégalitésPropriété : soit (un)n∈N une suite positive (i.e.telle que ∀n ∈ N, un > 0) qui onverge vers ℓ,alors ℓ > 0

Remarque : si ∀n ∈ N, un > 0, on ne peut paspour autant en déduire ℓ > 0, omme le montre :
un =

1

n
> 0, dont la limite est 0Propriété : si un −→

n→+∞

ℓ et si a < ℓ < b, alors àpartir d'un ertain rang a 6 un 6 b

Par exemple ave une suite qui onverge vers
1, tous ses termes sont ompris entre 0 et 2 àpartir d'un ertain rang.Propriété (passage à la limite dans les inégalitéslarges) :soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réellesonvergent vers ℓ et ℓ′ et telles que

∀n ∈ N, un 6 vn alors ℓ 6 ℓ′

utile quand on ne onnait pas la limitepar exemple on peut montrer que la suite dé�niepar u0 =
1

2
et un+1 =

u2
n + un

2
est onvergenteet que ∀n ∈ N, 0 6 un 6 1, alors 0 6 ℓ 6 1Théorème des gendarmes (ou d'enadrement) :soit (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suitestelles que ∀n > 0, un 6 vn 6 wn� as onvergentsi (un)n∈N et (wn)n∈N onvergent vers unmême réel ℓalors (vn)n∈N onverge et elle onverge vers ℓ� as divergent (juste ave un 6 vn)

⊲ si un −→
n→+∞

+∞ alors vn −→
n→+∞

+∞
⊲ si vn −→

n→+∞

−∞ alors un −→
n→+∞

−∞

Exemples :� pour n ∈ N
∗, un =

2n
∑

k=n+1

1

k2on montre d'abord que n

4n2
6 un 6

n

n2alors un → 0 ar 1

4n
→ 0 et 1

n
→ 0� on pose vn = n2 + e

1

n+1
+lnnon peut alors se ontenter de dire

un 6 vn ave un = n2 et un → +∞e qui entraine vn → +∞3



Théorème de la limite monotone : soit (un)n∈N une suite réelle.� si (un)n∈N est roissante :
⊲ as 1 : (un)n∈N est majorée, alors (un)n∈N onverge.
⊲ as 2 : (un)n∈N est non majorée, alors (un)n∈N diverge vers +∞� si (un)n∈N est déroissante
⊲ as 1 : (un)n∈N est minorée, alors (un)n∈N onverge.
⊲ as 2 : (un)n∈N est non minorée, alors (un)n∈N diverge vers −∞Exemple : soit (un)n∈N la suite dé�nie par un = 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
=

n
∑

k=1

1

k!On admet que ∀n ∈ N, (n+ 1)! > 2n (à montrer par réurrene).Montrons que (un)n∈N est majorée :
∀n ∈ N

∗, n! > 2n−1 ⇒ ∀k ∈ [[1, n]],
1

k!
6

1

2k−1
et don un 6

n
∑

k=1

1

2k−1
=

n−1
∑

j=0

1

2jor n−1
∑

j=0

1

2j
=

1− 1
2n

1− 1
2

= 2 − 1

2n−1
6 2 et de fait (un)n∈N est majorée. De plus elle est roissante(un+1 = un +

1

(n+ 1)!
) don d'après le théorème de la limite monotone, elle est onvergente.5 Croissanes omparéesPropriétés - roissanes omparées : soit a > 0, b > 0 et q > 1, alorsa) lim

n→∞

(lnn)a

nb
= 0 b) lim

n→∞

nb

qn
= 0 (en part. : lim

n→∞

nb

ean
= 0) ) de fait lim

n→∞

(lnn)a

qn
= 0Remarque : on peut inverser les limites. Par ailleurs, on résume en érivant (lnn)a << nb << qnExemples : un =

ln(n)− en√
n

vn =
en − n2

2n
wn =

e−n + 1
n

1
n2 +

1
ln(n)

un =
lnn√
n
− en√

n
don un → −∞ ; vn =

(e

2

)n

− n2

2n
don vn → +∞ et wn =

ne−n + 1
1
n
+ n

ln(n)

don wn → 06 Suites adjaentesDé�nition : deux suites réelles (un)n∈N et (vn)n∈N sont dites adjaentes si1) (un)n∈N est roissante 2) (vn)n∈N est déroissante 3) (un − vn)n∈N onverge vers 0Exemple : un = 1− 1

2n
et vn = 1 +

1

nPropriété : deux suites adjaentes sont onvergentes et ont même limite.Exemple : soit u et v dé�nies par : ∀n ∈ N
∗, un =

n
∑

k=0

1

k!
, vn = un +

1

n!Montrer que u et v sont adjaentes. Conlure.
(un)n∈N est roissante (vu plus haut) et vn+1 − vn = un+1 − un +

1

(n+ 1)!
− 1

n!
=

2

(n+ 1)!
− 1

n!don vn+1 − vn =
1

n!

(

2

n+ 1
− 1

)

6 0 (pour n > 0) de plus un − vn = − 1

(n + 1)!
don un − vn → 0don u et v sont adjaentes et de fait elles onvergent vers une même limite (qui vaut e).4



7 Des méthodes o�ielles7.1 Déterminer la limite d'une suite réursive onvergentePour s'entrainer : exeries 3, 4, 5, 7, 8 et 15L'idée : � la limite est forément un point �xe � (f(ℓ) = ℓ).Exemple : soit une suite réelle (un)n∈N dé�nie par la relation un+1 = un − u2
n et u0 ∈ [0; 1]On peut démontrer que ette suite est déroissante et minorée par 0, elle est don onvergente d'aprèsle théorème de la limite monotone. On note ℓ sa limite.D'après les propriétés sur les limites (4.1) : un → ℓ ⇒ un+1 → ℓet de plus un − u2

n → ℓ− ℓ2 don en passant à la limite dans l'égalité, on obtient :
ℓ = ℓ− ℓ2 et de fait ℓ2 = 0et �nalement ii ℓ = 07.2 Bien utiliser les roissanes omparéesPour s'entrainer : exerie 10Le reours à ette méthode n'est pas toujours indispensable, mais elle est e�ae pour la justi�ation.L'idée : � on fatorise par les plus gros �.Exemple : que vaut lim

n→∞

n2 + lnn+ (−1)n

2n − n5 + (lnn)12
?Une rapide analyse nous permet de omprendre que les termes dominants qui vont déterminer lalimite sont n2 au numérateur et 2n au dénominateur, mais il est trop rapide d'érire d'emblée :

lim
n→∞

n2 + lnn+ (−1)n

2n − n5 + (lnn)12
= lim

n→∞

n2

2nOn fatorise don par n2 au numérateur et 2n au dénominateur :
n2 + lnn+ (−1)n

2n − n5 + (lnn)12
=

n2
(

1 + lnn
n2 + (−1)n

n2

)

2n
(

1− n5

2n
+ (lnn)12

2n

)d−1 6 (−1)n 6 1 ⇒ − 1

n2
6

(−1)n

n2
6

1

n2
don lim

n→∞

(−1)n

n2
= 0 d'après le théorème des gendarmesles roissanes omparées nous permettent alors de dire :d'une part lim

n→∞

lnn

n2
= 0 (et lim

n→∞

(−1)n

n2
= 0) et don lim

n→∞

1 +
lnn

n2
+

(−1)n

n2
= 1d'autre part lim

n→∞

n5

2n
= 0 lim

n→∞

(lnn)12

2n
= 0 et don lim

n→∞

1− n5

2n
+

(lnn)12

2n
= 1de plus lim

n→∞

n2

2n
= 0 et don par opérations sur les limites lim

n→∞

n2 + lnn+ (−1)n

2n − n5 + (lnn)12
= 0× 1

1
= 07.3 Multipliation par le onjuguéCaluler la limite de un =

√
n + 1−

√
nOn appelle onjugué de √

n + 1−
√
n l'expression √

n+ 1 +
√
nLa multipliation fait apparaitre une identité remarquable qui permet de simpli�er la di�érene desraines : un =

√
n + 1−

√
n = (

√
n+ 1−

√
n)×

√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
ndon un =

(
√
n+ 1−√

n)(
√
n+ 1 +

√
n)√

n + 1 +
√
ndon un =

n + 1− n√
n+ 1 +

√
n
=

1√
n+ 1 +

√
n
et don un → 05



Synthèse : opérations générales sur les limites de suitesCette setion omplète la setion éponyme du ours : 4.1Dans toute la setion, (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux suites réelles et ℓ et ℓ′ sont deux nombresréels.Dans ertains as, on ne peut donner un résultat général, on parlera alors de � forme indéterminée �,que l'on abrègera en � FI �.a) Limite d'une somme
lim

n→+∞

un ℓ ℓ ℓ +∞ −∞ +∞

lim
n→+∞

vn ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

lim
n→+∞

(un + vn) ℓ+ ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ FIb) Limite d'un produit
lim

n→+∞

un ℓ ℓ > 0 ℓ > 0 ℓ < 0 ℓ < 0 +∞ +∞ −∞ 0 0

lim
n→+∞

vn ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +∞ −∞

lim
n→+∞

(un × vn) ℓ× ℓ′ +∞ −∞ −∞ +∞ +∞ −∞ +∞ FI FI) Limite d'un quotient, dans le as où ℓ′ 6= 0 et ∀n ∈ N, vn 6= 0

lim
n→+∞

un ℓ ℓ ℓ +∞ −∞ ∞ ℓ 6= 0 +∞ −∞ 0

lim
n→+∞

vn ℓ′ +∞ −∞ ℓ′ ℓ′ ∞ 0 0 0 0

lim
n→+∞

un

vn

ℓ

ℓ′
0 0 ∞ ∞ FI ∞ ∞ ∞ FIAttention au signe de vn dans les as où elle tend vers 0. Les formules ne sont valables que si

(vn) est de signe onstant à partir d'un ertain rang (f. vn =
(−1)n

n
).Conlusion : les 4 types de formes indéterminées sont +∞−∞ ; +∞× 0 ;

0

0
;

∞
∞Exemples sur les formes indéterminées : ou pourquoi ne peut-on pas onlure systématiquement ?Ave l'addition :Si un = n2 et vn = nalors un → +∞ et vn → +∞et dans e as un − vn = n2 − n = n(n− 1)don pour n > 1, un − vn > net don un − vn → +∞plus simplement ave de suites linéaires :

un = 4n, vn = 3n et un − vn → +∞
un = n + 1, vn = n et un − vn → 1

un = 2n, vn = 7n et un − vn → −∞

Ave la multipliation (ou la division) :Si un = n2 et vn =
1

n
alors un → +∞ et vn → 0et unvn = n don unvn → +∞en modi�ant un peu :

un = n et vn =
1

n2
alors unvn =

1

n
don unvn → 0en�n ave un = 3n+ 5 et vn =
1

n + 2alors unvn =
3n+ 5

n + 2
=

3n

n
×

1 + 5
3n+2

1 + 1
n

, unvn → 36


