
ECG 1a TD 9 - suites - onvergene Déembre 2023 - Janvier 2024Plan de travailNotion Exeries a minima Mais aussiLimites de référene et opérations 1, 2Théorèmes de la limite monotone 3, 4, 5, 7, 15 6, 8, 16Comparaison 9, 10, 11 12, 18Suites adjaentes 13, 14 17Exerie 1Etudier les limites des suites (un)n∈N∗ suivantes.1. un = n3 + 2n− 92. un = −1 +
1

n3
− 6

n3. un =
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3− e2n4. Pour n > 2, un = 2n
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)5. Pour n > 2, un =
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(ln(n))2 × 5n

6. un = n−3 + n5 + 6 + e−n7. un =
2 + 1

ln(n)

−1 + 1
n8. un = −n3 − 3n2 − 2n+ 19. un =

√
n− 110. un =

−1 +
(

−1
3

)n

e−n + 1
n2Exerie 2Soit la suite (un)n∈N dé�nie pour tout n ∈ N par : u0 = 0 et un+1 =

un + 1

3− un1. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, 0 < un < 12. Pour n ∈ N, on pose vn =
1

un − 1a. Montrer que (vn)n∈N est une suite arithmétique.b. En déduire une expression de un en fontion de n puis la onvergene de la suite (un)n∈NExerie 3Soient u = (un)n∈N la suite dé�nie par : u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = un + u4
n1. Etudier la monotonie de u2. Montrer que : ∀n ∈ N, un > 13. Montrer que si la suite u onverge vers un réel ℓ, alors ℓ = 04. En déduire la limite de la suite uExerie 4 - monotonie et limiteSoit u, la suite dé�nie par u0 = 2 et pour tout n > 0, un+1 =

1

2
(1 + u2

n)1. Déterminer la monotonie de la suite.2. Montrer que la suite u ne peut pas être majorée. En déduire la limite de un quand n → +∞1



Exerie 5 - suite réurrente non-linéaireSoit u la suite dé�nie pour tout n > 0 par un+1 =
2u2

n

1 + 5un
et u0 > 01. Montrer que pour tout n > 0, un existe et un > 02. Montrer que pour tout n > 0, un+1 6

2un

5
puis que ∀n > 0, un 6

(

2

5

)n

u0 et déterminer lalimite de la suite u3. Déduire de l'inégalité préédente la monotonie de u, puis retrouver sa limite.Exerie 6Soit u la suite dé�nie pour n ∈ N par : un =

n
∏

k=0

(

1 + e−k
)1. Montrer : ∀n ∈ N, un > 02. Pour x ∈ R+, on dé�nit f(x) = ln(1 + x)− xa. Etudier les variations de la fontion fb. En déduire que : ∀x ∈ R+, ln(1 + x) 6 x3. Montrer : ∀n ∈ N, ln(un) 6

e

e− 14. Montrer que la suite u est roissante.5. Montrer que la suite u est onvergente.Exerie 7 - suites et fontionsSoit f la fontion dé�nie sur R+ par f(x) = √
2 + x et (un) la suite dé�nie par :

u0 = 0 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Dresser le tableau de variations (omplet) de f et résoudre l'équation f(x) = x (points �xes).2. Montrer que ∀n ∈ N, un > 0, puis déterminer la monotonie de la suite (un)3. Conlure quant à la onvergene de (un) et déterminer sa limite.4. Représenter alors la fontion f , la droite d'équation y = x et les premiers termes de la suite.5. Représenter puis étudier de même la suite (vn) dé�nie par v0 = 4 et ∀n ∈ N, vn+1 = f(vn)Exerie 8 - suites et fontions le retourSoit f la fontion dé�nie sur R∗

+ par f(x) = x+
1

x
− 1 et (un)n∈N la suite dé�nie par :

u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Dresser le tableau de variations (omplet) de f , puis montrer que ∀x > 1, f(x)− x 6 0Dans quel(s) as a-t-on égalité ?2. En déduire que ∀n ∈ N
∗, un > 1, puis que la suite (un)n∈N∗ est déroissante.3. Conlure quant à la onvergene de (un)n∈N∗ et déterminer sa limite. Qu'en est-il pour (un)n∈N ?
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Exerie 9Soit (un)n∈N une suite bornée et (vn)n∈N une suite qui tend vers +∞Montrer que (un

vn

)

n∈N

onverge vers 0Exerie 10Etudier la limite de la suite u dé�nie par :1. un =
−3n2 + 8

n + 72. un =
2n + 1

1− 4n3. un =
3n

n24. un =
an − bn

an + bn
(ave 0 < b < a)5. un =
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pour n ∈ N

∗6. un =
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∗
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pour n ∈ N

∗10. un =
√
n2 + 2− n pour n ∈ N11. un =

ln(n)

n2
+ n2

(
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+ 6 pour n ∈ N
∗Exerie 11Soit u = (un)n∈N la suite de terme général un =

5n

n!1. Caluler u0, u1, u2 et u32. Montrer que u est déroissante à partir du rang 43. Montrer que pour n > 5, un+1 6
5

6
un4. Soit v = (vn)n>5 la suite géométrique de premier terme v5 = u5, et de raison 5

6Montrer que pour tout n > 5, 0 6 un 6 vn5. Montrer que la suite u onverge et préiser sa limite.Exerie 12 - un peu plus tehniqueSoit u = (un)n∈N∗ la suite de terme général un =
1

n!

n
∑

k=1

k!1. Soit n entier tel que n > 3. Pour k entier tel que 1 6 k 6 n− 2, enadrer le réel k!
n!2. Soit n entier tel que n > 3. Montrer que 1

n!

n−2
∑

k=1

k! 6
1

n− 13. Soit n entier tel que n > 3. Exprimer un à l'aide de 1

n!

n−2
∑

k=1

k!4. Soit n entier tel que n > 2. Exprimer un à l'aide de 1

n!

n−1
∑

k=1

k!5. Montrer que la suite u onverge vers 1 3



Exerie 13 - Exemples de suites adjaentesDémontrer que les suites (un) et (vn) données i-dessous forment des ouples de suites adjaentes.1. un =
n
∑

k=1

1

k2
et vn = un +

1

n
2. un =

n
∑

k=1

1

k + n
et vn =

2n
∑

k=n

1

kExerie 14Soit u = (un)n∈N∗ et v = (vn)n∈N∗ les suites dé�nies par : ∀n ∈ N
∗, un =

n
∑

k=1

1

k!
, vn = un +

1

n.n!Montrer que es deux suites sont onvergentes, de même limite.Exerie 15Soit u = (un)n∈N dé�nie par : u0 = 0, et ∀n ∈ N, un+1 = un +
1

6
(3n+ 2)1. Etudier la monotonie de u2. Montrer que u ne peut pas onverger vers un réel ℓ3. Que peut-on en déduire onernant la limite de la suite u ?4. En onsidérant, pour n ∈ N, la somme n−1

∑

k=0

(uk+1−uk), déterminer l'expression de un en fontionde n. Retrouver alors le résultat de la question 3.Pour ontinuer à s'entrainerExerie 16Soit u la suite dé�nie pour n ∈ N
∗ par : un =

n
∑

k=1

1

n+ k1. Soit n ∈ N
∗. Déterminer l'expression de un+1 − un en fontion de n, à l'aide d'un hangementd'indie.2. Montrer que u est stritement roissante.3. Montrer que u onverge.Exerie 17Soit u = (un)n∈N∗ et v = (vn)n∈N∗ les suites dé�nies par :

∀n ∈ N
∗, un =

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n + 1, vn =

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
nMontrer que es deux suites sont onvergentes, de même limite.Exerie 18Soit u = (un)n∈N∗ une suite et v = (vn)n∈N∗ telle que : ∀n ∈ N

∗, vn =
1

n

n
∑

k=1

ukOn suppose que u est roissante. Montrer que : ∀n ∈ N
∗, vn 6 un4


