
ECG 1a TD 11 - matries Janvier - février 2024Corrigés, entre autres, des exeries (ou partie) non abordés en lasseExerie 9Soit A =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



1. Caluler A2 et A32. Donner, pour tout p ∈ N, l'expression de Ap en fontion de p3. Soit n un entier tel que n > 2Soit J = (ak,l) 16k6n

16l6n

la matrie de Mn(R) dé�nie par ak,l = 1 pour tous k et l éléments de [[1, n]]a. Montrer que J2 = nJDe même que nous avons vu à la question 1. que A2 = 3A et que ∀p ∈ N, Ap = 3p−1A, onmontre dans le as général d'une matrie de taille n J2 = nJ et que Jp = np−1JPour montrer rigoureusement, que J2 = nJ , on peut utiliser la dé�nition pour aluler leproduit J2en appelant ci,j le oe�ient d'indie i, j de la matrie J2, par dé�nition du produit (de Jave J) :
ci,j =

n
∑

k=1

ai,kak,j =
n

∑

k=1

1× 1 =
n

∑

k=1

1 = n(ar tous les oe�ients de J valent 1)don J2 = (n) 16i6n

16j6n

= n(1) 16i6n

16j6n

= nJb. Exprimer Jp à l'aide de J pour tout p ∈ N
∗On proède par réurrene de manière analogue à la question 2., pour p ∈ N

∗, on dé�nit
P (p) : Jp = np−1JInitialisation : P (1) est vraie ⇔ J1 = n1−1J ⇔ J = n0J ⇔ J = J e qui est vrai don P (1)est vraieHérédité : soit p ∈ N

∗, on suppose que P (p) est vraiealors par hypothèse Jp = np−1J don JpJ = np−1JJi.e. Jp+1 = np−1J2or J2 = nJ d'après 3.a. don Jp+1 = np−1nJdon Jp+1 = npJ i.e. P (p+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀p ∈ N
∗, P (p) est vraie, i.e. Jp = np−1JExerie 11Exerie un peu abstrait, mais qui montre que ertaines propriétés se transmettent � failement �,'est-à-dire qu'elles sont linéaires.Soit A et B deux matries de M4(R)On note E l'ensemble des matries M de M4(R) véri�ant : AM = BM1. On suppose que M1 ∈ E et que M2 ∈ E. Montrer que M1 +M2 ∈ ESoit (M1,M2) ∈ E2,alors par dé�nition AM1 = BM1 et AM2 = BM2don AM1 + AM2 = BM1 +BM2 don A(M1 +M2) = B(M1 +M2)i.e. M1 +M2 ∈ E2. On suppose que N ∈ E, et que λ est un nombre réel. Véri�er que λN ∈ E1



Soit N ∈ E et λ ∈ R,alors par dé�nition AN = BN et don λAN = λBNe que l'on peut érire A(λN) = B(λN) e qui signi�e, λN ∈ EExerie 15Soit A =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 ∈ M3(R)1. Exprimer A2 à l'aide de A et de I32. En déduire que A est inversible, et déterminer A−13. Montrer par réurrene qu'il existe deux suites réelles (an)n∈N et (bn)n∈N dé�nies de manièreunique, telles que :
∀n ∈ N, An = anA+ bnI34. Montrer que la suite (an)n∈N est une suite réurrente linéaire d'ordre 2.5. En déduire, pour n ∈ N, l'expression de an en fontion de n, puis elle de bn.On met en plae la méthode pour expliiter les suites réurrentes linéaires d'ordre 2. D'aprèsla question préédente : ∀n ∈ N, an+2 = an+2 + 2an, on étudie don l'équation aratéristique
x2

− x− 2 = 0 qui admet pour raines évidentes −1 et 2don ∃(λ, µ) ∈ R
2, ∀n ∈ N, an = λ(−1)n + µ2nen partiulier a0 = λ+ µ et a1 = −λ + 2µor a0 = 0 ar A0 = I3 = 0× A+ I3 et a1 = 1 ar A = 1×A + 0× I3don {

λ+ µ = 0

−λ+ 2µ = 1
⇔

{

λ = −µ

3µ = 1 par substitution ⇔











λ = −
1

3

µ =
1

3don ∀n ∈ N, an =
1

3
((−1)n+1 + 2n)de plus ∀n ∈ N, bn+1 = 2an don ∀n ∈ N

∗, bn = 2an−1 = 2
1

3
((−1)n + 2n−1) =

1

3
(2× (−1)n + 2n)or b0 = 1 ar A0 = 0×A + 1× I3, don la formule est aussi valable pour n = 0don ∀n ∈ N, bn = 2

1

3
((−1)n + 2n−1) =

1

3
(2× (−1)n + 2n)6. En déduire, pour n ∈ N, l'expression de An en fontion de n.D'après les questions 3. et 5., on peut érire :

∀n ∈ N, An =
1

3
((−1)n+1 + 2n)A+

1

3
(2× (−1)n + 2n)I3 et don

An =













1

3
(2× (−1)n + 2n)

1

3
((−1)n+1 + 2n)

1

3
((−1)n+1 + 2n)

1

3
((−1)n+1 + 2n)

1

3
(2× (−1)n + 2n)

1

3
((−1)n+1 + 2n)

1

3
((−1)n+1 + 2n)

1

3
((−1)n+1 + 2n)

1

3
(2× (−1)n + 2n)











ou An =
1

3





2× (−1)n + 2n (−1)n+1 + 2n (−1)n+1 + 2n

(−1)n+1 + 2n 2× (−1)n + 2n (−1)n+1 + 2n

(−1)n+1 + 2n (−1)n+1 + 2n 2× (−1)n + 2n
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Soit n un entier tel que n > 2. Soit A ∈ Mn(R). Soit J la matrie de Mn(R) dont tous les oe�ientssont égaux à 1On note s la somme de tous les oe�ients de la matrie AA l'aide de la formule du produit matriiel, montrer que : JAJ = sJOn est obligé de formaliser la question ave la formule du produit.On peut le faire en posant B = AJ ave B = (bi,j)16i,j6nalors par dé�nition ∀i, j ∈ [[1, n]], bi,j =

n
∑

k=1

ai,k × 1 (ar tous les oe�ients de la matrie J valent 1)don bi,j =

n
∑

k=1

ai,kEt en notant C = JAJ = JB ave C = (ci,j)16i,j6n.alors de même ∀i, j ∈ [[1, n]], ci,j =

n
∑

l=1

1× bl,j =

n
∑

l=1

bl,jor bl,j = n
∑

k=1

al,k don ci,j =

n
∑

l=1

n
∑

k=1

al,k, i.e. ci,j = s et e quel que soit le oe�ient.Exerie 20Soit P le polyn�me dé�ni par : ∀x ∈ R, P (x) = x2
− 3x + 2 et A la matrie arrée de taille 3suivante : A =





0 1 −1
−3 4 −3
−1 1 0



� lorsque T est un polyn�me dé�ni par :
∀x ∈ R, T (x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n,

T (A) désigne la matrie de M3(R) suivante : a0I3 + a1A+ a2A
2 + . . .+ anA

n� lorsque T et V sont des polyn�mes, et R = T + V , alors
R(A) = T (A) + V (A)� lorsque T et V sont des polyn�mes, et R = TV , alors
R(A) = T (A)V (A)1. Déterminer les raines de P

P admet 1 et 2 omme raines évidentes.2. Soit n un entier tel que n > 2. On admet qu'il existe Q un polyn�me, et R ∈ R1[X ] tels que :
∀x ∈ R, xn = P (x)Q(x) +R(x)Grâe à la question préédente, déterminer les oe�ients du polyn�me RSahant que d'une part R ∈ R1[X ], i.e. R(x) = ax + b ave a, b ∈ R et que d'autre part

P (1) = P (2) = 0alors en utilisant l'expression donnée :
1n = P (1)Q(1) +R(1) i.e. 1 = R(1) = a + bet de même 2n = P (2)Q(2) +R(2) i.e. 2n = R(2) = 2a+ bdon a = 2n − 1 et b = 2− 2n don ∀x ∈ R, R(x) = (2n − 1)x+ 2− 2n3. Véri�er que P (A) = 03,3

A2 =





−2 3 −3
−9 10 −9
−3 3 −2



 don P (A) = A2
− 3A+ 2I3 =





−2 + 0 + 2 3− 3 + 0 −3 + 3 + 0
−9 + 9 + 0 10− 12 + 2 −9 + 9 + 0
−3 + 3 + 0 3− 3 + 0 −2 + 0 + 2



soit P (A) = 03,34. Soit n un entier tel que n > 2. Grâe à la question 2, montrer que
An =





2− 2n 2n − 1 1− 2n

3(1− 2n) 3× 2n − 2 3(1− 2n)
1− 2n 2n − 1 2− 2n



3



Les deux polyn�mes xn et P (x)Q(x) + R(x) étant égaux, les polyn�mes de matries assoiéssont égaux aussi : i.e. An = P (A)Q(A) +R(A)or P (A) = 03,3 don An = R(A) = (2n − 1)A+ (2− 2n)I3

=





(2− 2n) (2n − 1) −(2n − 1)
−3(2n − 1) 4(2n − 1) + (2− 2n) −3(2n − 1)
−(2n − 1) (2n − 1) (2− 2n)



 =





2− 2n 2n − 1 1− 2n

3(1− 2n) 3× 2n − 2 −3(1− 2n)
1− 2n 2n − 1 2− 2n



Exerie 21 - Problème-typeOn onsidère deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N dé�nies par :
u0 = 0, v0 = 1, et ∀n ∈ N,

{

un+1 = −2un + vn
vn+1 = 3un1. a. Déterminer une matrie arrée A de taille 2 telle que :

∀n ∈ N,

(

un+1

vn+1

)

= A

(

un

vn

)On pose A =

(

−2 1
3 0

)on obtient alors A(

un

vn

)

=

(

−2 1
3 0

)(

un

vn

)

=

(

−2un + vn
3vn

)

=

(

un+1

vn+1

)b. En déduire que : ∀n ∈ N,

(

un

vn

)

= An

(

0
1

)Démonstration lassique par réurrene, la suite de matries est analogue à une suite géo-métrique.Pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) :

(

un

vn

)

= An

(

0
1

)Initialisation : A0 = I2 don A0

(

0
1

)

=

(

0
1

)

=

(

u0

v0

) et don P (0) est véri�ée.Hérédité : soit n ∈ N, supposons que P (n) soit vraied'après 3.a. ( un+1

vn+1

)

= A

(

un

vn

) et par hypothèse de réurrene (

un

vn

)

= An

(

0
1

)don (

un+1

vn+1

)

= AAn

(

0
1

)

= An+1

(

0
1

) don P (n+ 1) est véri�ée, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. ( un

vn

)

= An

(

0
1

)2. On note Q =

(

1 1
3 −1

) la matrie de M2(R)a. Justi�er que Q est inversible puis déterminer Q−1On utilise le ritère d'inversibilité pour les matries de taille 2, ii : 1× (−1)− 1× 3 = −4don Q est inversible et de plus Q−1 =
−1

4

(

−1 −1
−3 1

)

=
1

4

(

1 1
3 −1

)b. Déterminer la matrie D telle que D = Q−1AQIl su�t de aluler, on pressent que D est une matrie diagonale :
Q−1AQ =

−1

4

(

−1 −1
−3 1

)(

−2 1
3 0

)(

1 1
3 −1

)

=
−1

4

(

−1 −1
−3 1

)(

1 −3
3 3

)

=
−1

4

(

−4 0
0 12

)'est bien le as, D =diag(1,−3). Montrer que pour tout entier naturel n, on a : An = QDnQ−14



Commençons par inverser la formule préédente : D = Q−1AQ ⇒ QD = AQ ⇒ QDQ−1 =
A puis on proède par réurrene.Pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : An = QDnQ−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ A0 = QD0Q−1

⇔ I2 = QI2Q
−1e qui est le as ar QI2Q

−1 = QQ−1 = I2 don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon par hypothèse An = QDnQ−1don An+1 = An
× A = QDnQ−1QDQ−1 = QDnI2DQ−1 = QDnDQ−1 = QDn+1Q−1don P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. An = QDnQ−1d. En déduire que pour tout entier naturel n :

An =
−1

4

(

−1 + (−3)n+1
−1 + (−3)n

−3− (−3)n+1
−3− (−3)n

)Par propriété sur les matries diagonales : ∀n ∈ N, Dn =

(

1n 0
0 (−3)n

)

=

(

1 0
0 (−3)n

)de fait, d'après 1..,
An =

(

1 1
3 −1

)(

1 0
0 (−3)n

)

−1

4

(

−1 −1
−3 1

)

=
−1

4

(

1 1
3 −1

)(

−1 −1
(−3)× (−3)n (−3)n

)don An =
−1

4

(

−1 + (−3)n+1
−1 + (−3)n

−3 − (−3)n+1
−3− (−3)n

) d'où le résultate. Déterminer les valeurs de un et vn en fontion de n

∀n ∈ N,
(

un

vn

)

= An

(

0
1

)

=
−1

4

(

−1 + (−3)n+1
−1 + (−3)n

−3− (−3)n+1
−3 − (−3)n

)(

0
1

)

=
−1

4

(

−1 + (−3)n

−3 − (−3)n

)de fait ∀n ∈ N, un =
1

4
(1− (−3)n) et vn =

1

4
(3 + (−3)n)f. Etudier les limites des suites (un)n∈N et (vn)n∈NPar propriété sur les suites géométriques ((−3)n)n∈N diverge (forme qn ave q 6 −1) don

(un)n∈N et (vn)n∈N divergent.
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