ECG 1la TD 11 - matrices Janvier - février 2024

Corrigés, entre autres, des exercices (ou partie) non abordés en classe

Exercice 9

Soit

I

Il
—_ = =
—_ ==
—_ ==

1. Calculer A% et A3

2. Donner, pour tout p € N, I’expression de A en fonction de p

3. Soit n un entier tel que n > 2

Soit J = (ak,;)1<k<n la matrice de 4, (R) définie par ax; = 1 pour tous k et [ éléments de [1, n]
<

ixN

a. Montrer que J? = nJ

De méme que nous avons vu a la question 1. que A% = 3A4 et que Vp € N, A? = 371 A on
montre dans le cas général d’une matrice de taille n J? = nJ et que J? =nP~1J

Pour montrer rigoureusement, que J* = n.J, on peut utiliser la définition pour calculer le
produit J?

en appelant ¢; ; le coefficient d’indice 4, 7 de la matrice J?, par définition du produit (de .J
avec J) :

n n n
Cij = E Q; Ak, 5 = E 1x1= E 1=n
k=1 k=1 k=1

(car tous les coefficients de J valent 1)

donc J2 = (n) 1<i<n — n(l) 1<i<n = nJ
1<jsn 1<j<n

. Exprimer J? a l'aide de J pour tout p € N*

On procéde par récurrence de maniére analogue a la question 2., pour p € N*, on définit
P(p): JP =nP"1J

Initialisation : P(1) est vraie < J' =n'"'J < J =n’J & J = J ce qui est vrai donc P(1)
est vraie

Hérédité : soit p € N*, on suppose que P(p) est vraie

alors par hypothése J? = n?~'J donc JPJ = nP~'JJ

ie. JPHL =pr1J?

or J* = nJ d’aprés 3.a. donc JPT = nPing

donc JPtt =nPJie. P(p+ 1) est vraie, d’onl Phérédité

donc par théoréme de récurrence, Vp € N*, P(p) est vraie, i.e. JP = nP~'J

Exercice 11

Exercice un peu abstrait, mais qui montre que certaines propriétés se transmettent « facilement »,
c’est-a-dire qu’elles sont linéaires.

Soit A et B deux matrices de .Z,(R)
On note E I'ensemble des matrices M de .#4(R) vérifiant : AM = BM

1. On suppose que M; € E et que M, € E. Montrer que M; + Ms € E

Soit (M, M) € E2,

alors par définition AM; = BM; et AMy; = BM,

donc AMl + AM2 = BM1 -+ BM2 donc A(Ml -+ MQ) = B(Ml -+ MQ)
ie. M +Mye E

2. On suppose que N € E, et que A est un nombre réel. Vérifier que AN € E



Soit N € F et A € R,
alors par définition AN = BN et donc AAN = ABN
ce que l'on peut écrire A(AN) = B(AN) ce qui signifie, \N € F

Exercice 15

Soit A=
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1. Exprimer A? a laide de A et de I;
2. En déduire que A est inversible, et déterminer A~!

3. Montrer par récurrence qu’il existe deux suites réelles (a,)nen et (b,)nen définies de maniére
unique, telles que :
vneN, A"=a,A+0b,13

4. Montrer que la suite (a,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

5. En déduire, pour n € N, 'expression de a,, en fonction de n, puis celle de b,.
On met en place la méthode pour expliciter les suites récurrentes linéaires d’ordre 2. D’aprés
la question précédente : Vn € N a,12 = a,42 + 2a,, on étudie donc I’équation caractéristique
22 —x — 2 =0 qui admet pour racines évidentes —1 et 2
donc 3(\, p) € R*Vn € N, a, = \(—1)" + pu2"
en particulier ag = A+ pet a; = =N+ 2u
orag=0car A=, =0x A+I3eta=1car A=1x A+ 0 x I3

1
A= ——

A = A= —
donc{ tp=0 @{ H = 3

—“A+2u=1 3u = 1 par substitution = 1
3

1
donc Vn € N, a,, = g((—l)’”rl +2")
1 1
de plus Vn € N, b, 1 = 2a,, donc Vn € N*, b, = 2a,,_1 = 25((—1) +2m 1) = 3(2 x (=1)" +2")
or bp =1 car A =0 x A+ 1 x I5, donc la formule est aussi valable pour n = 0
1 1
donc Vn € N, b, = 2§(( nr42n ) = 3(2 x (—=1)"+2")

6. En déduire, pour n € N, 'expression de A" en fonction de n.
D’aprés les questions 3. et 5., on peut écrire :
1
Vn e N, A" = g(( " +2MA ( (—1)" +2")15 et donc

S0 % (1" +2) §<< e L
an = %«—1)”“ R S@x (SN2 (1) )
D2 (M L@ x (1) +2)
1 % (_1>n _'_2n ( 1)n+1 _'_2n (_1>n+1 +2n
ou An _ g (_1)n+1 + 2n 92 % (_l)n + 2n (_1)n+1 + 2n
(=Dt pom ()" 2 2 x (=) 427

Exercices plus difficiles

Exercice 19



Soit n un entier tel que n > 2. Soit A € ., (R). Soit J la matrice de ., (R) dont tous les coefficients
sont égaux a 1

On note s la somme de tous les coefficients de la matrice A

A T’aide de la formule du produit matriciel, montrer que : JAJ = sJ

On est obligé de formaliser la question avec la formule du produit.
On peut le faire en posant B = AJ avec B = (b; j)1<ij<n

alors par définition Vi, j € [1,n],b;; = Z a;r X 1 (car tous les coefficients de la matrice J valent 1)

k=1
donc b; ; = Zal k
Et en notant C JAJ = JB avec C (€ij)1<ij<n-
alors de méme Vi, j € [1,n],¢;; = Zl X by = ibld

n
or by; = E a, donc ¢; ; = g g aiy, i.e. ¢; ; = s et ce quel que soit le coefficient.
k=1 =1 k=1

Exercice 20

Soit P le polynome défini par : Vo € R, P(x) = 2* — 3z + 2 et A la matrice carrée de taille 3

0 1 -1
suivante : A= -3 4 -3
-1 1 0

e lorsque 7' est un polyndome défini par :

Vo € R, T(x)=ao+ax+ ayx®+ ...+ a,a",

T(A) désigne la matrice de .#3(R) suivante : agls + a; A+ agA* + ... + a, A"
e lorsque T et V sont des polynémes, et R =T + V, alors

R(A)=T(A)+ V(A)
e lorsque T et V sont des polyndémes, et R =TV, alors

R(A) = T(A)V(A)

1. Déterminer les racines de P

P admet 1 et 2 comme racines évidentes.

2. Soit n un entier tel que n > 2. On admet qu'il existe  un polynome, et R € R;[X] tels que :
Ve eR, 2" =P(x)Q(z)+ R(z)
Grace a la question précédente, déterminer les coefficients du polyndéme R

Sachant que d’une part R € R{[X], i.e. R(x) = ax + b avec a,b € R et que d’autre part
P(1)=P(2)=0

alors en utilisant ’expression donnée :

I"=P1HQ(1)+ R(1)ie. 1=R(1)=a+0D

et de méme 2" = P(2)Q(2) + R(2) i.e. 2" = R(2) =2a + b
donca=2"—1letb=2—-2"doncVz e R, R(z) = (2" — 1)z +2 - 2"

3. Vérifier que P(A) =033

—2 3 -3 24042 3-340 —3+340
A2= -9 10 —9| donc P(A) = A2 —=3A+2[5= [ =9+ 94+0 10-12+2 —9+9+0
-3 3 -2 —3+340 3-34+0 —240+2

soit, P(A) = 033

4. Soit n un entier tel que n > 2. Grace a la question 2, montrer que
2-—2" 2" —1 1-2"
A= [3(1-2") 3x2"—-2 3(1-2")
1-2" 2" —1 2-—2"



Les deux polynomes z" et P(z)Q(x) + R(x) étant égaux, les polynomes de matrices associés
sont égaux aussi : i.e. A" = P(A)Q(A) + R(A)
or P(A) = 0373 dOIlC An = R(A) = (2n — 1)14 + (2 — 2”)[3
)

(2 —2") (2" — —(2" —1) 22" 2" 1—2"
= -32"—1) 42" —1)+(@2-2") =32"—1)]| =[31-2") 3x2"—2 —3(1—2")
—(2"—1) (2" — 1) (2 —2") 1—20 21 22"

Exercice 21 - Probléme-type

On considére deux suites (uy), oy €t (vn), oy définies par :
Upy1 = —2Up + vy

up =0, vo=1, et VneN,
0 0 Up+1 = 3uy,

1. a. Déterminer une matrice carrée A de taille 2 telle que :
VneN, [ )= Un
Un+1 Un

-2 1
OnposeAz(3 0

on obtient alors A [ ") = —2 1 Un) _ —2Un + Un — [ Unt1
Un 3 0 Un 3Up Una1

b. En déduire que : Vn € N, (:}Ln):An(O)

1
n
Démonstration classique par récurrence, la suite de matrices est analogue a une suite géo-
métrique.
. ) 0
Pour n € N, on définit 'assertion P(n) : < :j” ) =A" < 1 )
n

Initialisation : A = I, donc A° < (1] ) = < (1] ) = < ZO ) et donc P(0) est vérifiée.
0

Hérédité : soit n € N, supposons que P(n) soit vraie

d’aprés 3.a. Untl ) — 4 ( Z" ) et par hypothése de récurrence < tn ) = A" < 0 )

Un+1 n n 1

donc ( Unt1 ) = AA" < 0 ) = A"t < (1] ) donc P(n + 1) est vérifiée, d’ot I’hérédité

Un+41 1

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. ( tn ) = A" ( (1) )

n

2. On note @ = ( zl)) _11 ) la matrice de .#(R)
a. Justifier que ) est inversible puis déterminer Q'

On utilise le critére d’inversibilité pour les matrices de taille 2, ici : 1 x (—=1) =1 x 3= —4
-1/ -1 -1 /1 1
. . -1 _ =
donc @ est inversible et de plus Q7" = e < 3 ) =1 ( 3 _1 )

b. Déterminer la matrice D telle que D = Q' AQ
Il suffit de calculer, on pressent que D est une matrice diagonale :
-1/ -1 -1 -2 1 1 1 -1/ -1 -1 1 =3
-1 _ 4+ - -
o= (5 (F0)G )7 (506G )
-1/ -4 0

4\ 0 12
c’est bien le cas, D =diag(1, —3)

c. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : A" = QD"Q~*



Commencons par inverser la formule précédente : D = Q 'AQ = QD = AQ = QDQ ™' =
A puis on procéde par récurrence.

Pour n € N, on définit I'assertion P(n): A" = QD"Q ™"

Initialisation : P(0) est vraie & A° = QD°Q ' & I, = QL,Q ™

ce qui est le cas car QLQ ™' = QQ ' = I, donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie

donc par hypothése A" = QD"Q*

donc A" = A" x A =QD"Q7'QDQ ™ = QD"L,LDQ™' = QD"DQ " = QD" Q7!

donc P(n + 1) est vraie

donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, P(n) est vraie, i.e. A" = QD"Q ™"

. En déduire que pour tout entier naturel n :

n_ —L [ =14 (=3)"" 14 (=3)"
AT = 4 ( —3 — (=3)"*t —3—(=3)" )

Par propriété sur les matrices diagonales : Yn € N, D" = ( L 0 ) = < 1 0 )

de fait, d’aprés 1.c.,

An_ll 1 0 —“1/-1 -1\_-1/1 1 -1 -1
3 -1 0 (-3 )42 \-3 1) 4\3 -1 (=3) x (=3)" (=3)"

-1 o _o\n+l _9\n
donec A" = — ( L+(=3) L+(=3) ) d’ou le résultat

T\ =3t s (e
. Déterminer les valeurs de u,, et v, en fonction de n

Vn € N,
(e ()2 (3 ) ()2 ()
de fait Vn € N, u,, = Z(l —(=3)") et v, = 1(3 +(=3)")

. Etudier les limites des suites (i, )nen €t (Un)nen

Par propriété sur les suites géométriques ((—3)"),en diverge (forme ¢" avec ¢ < —1) donc
(un)nEN et (vn)nEN divergent'



