
Informatique - TP 18 Dihotomie 12 - 16 février 2024Code de partage ave Capytale : 2a23-1343294 CorrigéL'objetif de ette séane est de onstruire un algorithme de reherhe d'un zéro d'une fontion parla méthode de dihotomie (on appelle zéro d'une fontion f une solution de l'équation f(x) = 0).La dihotomie, qui provient du gre � division en deux parties �, sera itérée plusieurs fois, jusqu'àobtenir le niveau de préision souhaitée.1 PrinipeExpliquons le prinipe de dihotomie sur l'exemple i-dessous (voir graphique).
• on voit que f est ontinue (et stritement roissante) sur l'intervalle [0, 1], et de plus que f(0) < 0et que f(1) > 0de fait, grâe au théorème des valeurs intermédiaires, on en déduit que ∃x0 ∈]0, 1[, f(x0) = 0

• on alule l'image du entre de l'intervalle [0, 1], qui est m1 =
1

2on trouve f

(

1

2

)

< 0, don forément, x0 >
1

2don on poursuit la reherhe de x0 dans l'intervalle [1
2
, 1

]

• on oupe l'intervalle [1
2
, 1

] en 2 ave m2 =
3

4or f (

3

4

)

< 0, don x0 >
3

4

⊲ on poursuit don la reherhe de x0 dans l'intervalle [3
4
, 1

]

• on oupe l'intervalle [3
4
, 1

] en 2 ave m3 =
7

8or f (

7

8

)

> 0, don x0 <
7

8

⊲ on poursuit don la reherhe de x0 dans l'intervalle [3
4
,
7

8

]A e stade, on sait que 3

4
< x0 <

7

8
, soit :

0, 75 < x0 < 0, 875. L'amplitude de e dernierintervalle est 0, 875 − 0, 75 = 0, 125. Si etteamplitude et plus grande que la préision hoi-sie ('est le as par exemple si on souhaite avoirune valeur approhée de x0 à 10−1 près, danse as la préision hoisie est de 10−1), il fautontinuer le proédé.On le répète don tant que l'amplitude de l'in-tervalle est supérieure à la préision hoisie.Dans et exemple, si on appelle [a, b] l'intervallequi ontiendra x0 à haque étape du proédé :
• au départ [a, b] = [0; 1]
• après l'étape 1, [a, b] = [0, 5; 1]
• après l'étape 2, [a, b] = [0, 75; 1]
• après l'étape 3, [a, b] = [0, 75; 0, 875]
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Exerie 1 - proédé de dihotomie sur un exempleOn pose f(x) = ln(x) +
x

2
− 1 pour x > 01. Justi�er que f s'annule sur l'intervalle [1, 2] en un réel qu'on notera x0

f(1) = −0, 5 < 0 et f(2) = ln 2 > 0, de plus f est ontinue (somme de fontions ontinues),don d'après le théorème des valeurs intermédiaires, ∃x0 ∈ [1; 2] tel que f(x0) = 0En étudiant la fontion (on trouverait qu'elle est stritement roissante sur et intervalle), onpourrait dire que x0 est l'unique point où f s'annule sur [1; 2]2. Utiliser Python pour dé�nir la fontion puis aluler f(m) et faire pas à pas l'algorithme avepour valeurs de départ a = 1 et b = 2, pour remplir le tableau suivant donnant les valeurs de
a, b, m ainsi que le signe de f(m) :import numpy as npdef f(x):return np.log(x)+x/2-1 Il faut importer la bibliothèque numpy pour pouvoir disposerdu logarithme.Après avoir exéuté la fontion, il su�t de aluler : f(1.5),f(1.25), f(1.375), f(1.3125).Etape a b m f(m)

1 1 2 1, 5 +

2 1 1, 5 1, 25 −

3 1, 25 1, 5 1, 375 +

4 1, 25 1, 375 1, 3125 −

5 1, 3125 1, 375 1, 34375 +3. Caluler l'amplitude de l'intervalle [a, b] à haque étape.Au début l'amplitude est de 1, puis elle est respetivement de 0, 5 à la �n de la première étape,
0, 25 à la �n de la deuxième, 0, 125 à la �n de la troisième et 0, 0625 à la �n de la quatrième.4. Combien d'étapes faudrait-il pour avoir une valeur approhée de x0 à 0, 1 près ? à 10−3 près ?à 10−8 près ?On voit qu'à la �n de l'étape 3, l'amplitude de l'intervalle vaut 1

24
6 0, 1Pour obtenir une préision d'un millième, il faut 2n > 1 000, e qui sera dépassé pour n = 10(210 = 1 024)Pour une préision de 10−8, il faut 2n > 1 000, soit n >

8 ln(10)

ln 2
, don à partir de 275. Erire un algorithme qui permet de aluler la valeur de x0 à 10−3 près.a=1b=2while (b-a) >10**(-3)m=(a+b)/2if f(m)>0 :b=melse :a=mprint([a,b℄)

On sait qu'à la �n du dernier passage omplet dans la boule
f(a) < 0, f(b) > 0 et b− a < 10−3 (e qui arrête la boule aupassage suivant).On obtient ii a ≈ 1, 3701 et b ≈ 1, 3711On peut don proposer 1, 371 omme valeur approhée de x0à 10−3 près.On peut ensuite améliorer la préision en hangeant 10**(-3)en 10**(-8) par exemple.2
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