
ECG 1a TD 13 - séries numériques réelles Février - mars 2024Notion Exeries a minima Mais aussiDivergene grossière 1Séries télesopique 2, 3, 5 4Séries de référene 9 8Convergene absolue 7Séries à termes positifs 6, 10Exerie 1Déterminer la nature des séries suivantes :1. ∑
n>0
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Exerie 2Pour n entier tel que n > 2, on pose un =
ln
(

1 + 1

n

)

ln(n) ln(n+ 1)1. Caluler lim
n→+∞

un, peut-on onlure sur la nature de la série∑
n>2

un ?2. Transformer l'expression de un pour n > 2,3. En déduire que la série ∑
n>2

un est onvergente et aluler la sommede ette série.Indiation : un peu omme dans l'exerie 3.Exerie 3Pour n entier tel que n > 2, on pose un = ln

(

1− 1

n

)1. Caluler lim
n→+∞

un, peut-on onlure sur la nature de la série∑
n>2

un ?
2. Pour n > 2, mettre 1− 1

n

sous forme d'une fration, puis transfor-mer l'expression de un3. En déduire que la série∑
n>2

un est divergente et aluler lim
n→+∞

n
∑

k=2

ukIndiation : on devra reonnaitre une série très partiulière.Exerie 4Pour n ∈ N
∗, on pose : un =

1

n(n+ 1)(n+ 2)On note Sn la somme partielle d'indie n de la série ∑

n>1

un1. Déterminer les réels a, b et c tels que :
∀n ∈ N

∗, un =
a

n
+

b

n+ 1
+

c

n + 22. Soit n ∈ N
∗. Déterminer l'expression de Sn en fontion de n, enutilisant des télesopages.3. En déduire que la série∑

n>1

un est onvergente, et aluler sa somme.Exerie 5Soit u la suite dé�nie par u0 ∈]0, 1[, et : ∀n ∈ N, un+1 = un − u2

n1. Montrer par réurrene que : ∀n ∈ N, un ∈]0, 1[2. Etudier la monotonie de la suite u3. En déduire que u onverge, vers 04. Montrer que la série ∑

n>0

u2

n est onvergente.5. Déterminer la somme de ette série.

1



Exerie 6Soit u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N des suites telles que :

∀n ∈ N, 0 6 vn 6 unLes résultats démontrés aux 1.a. et 2.a. restent valables pour des sériesqui ne ommenent qu'au rang 1, ou 2, ou 3...et.1. a. On suppose que la série ∑
n>0

un est onvergente. Montrer que lasérie ∑

n>0

vn est elle aussi onvergente.b. En déduire que la série ∑

n>2

1

n2 ln(n)

est onvergente.2. a. On suppose que la série ∑

n>0

vn est divergente. Montrer que lasérie ∑

n>0

un est divergente, vers +∞b. En déduire que la série ∑

n>3

ln(n)

n

est divergente.. Montrer que la série ∑

n>3

1

n− 1 + (−1)ne−n

est divergente.Séries usuellesExerie 7Déterminer la nature de la série ∑

n>1

un, ave :1. ∀n ∈ N
∗, un =

(−1)n+1

n
√
n

2. ∀n ∈ N
∗, un =

(−1)ne−n

n2Exerie 8Soit q un nombre réel tel que |q| < 11. Soit p un entier, ave p > 2a. Justi�er que la série ∑

n>p

qn est onvergente.b. Caluler la somme de ette série.

2. a. Justi�er que la série ∑

n>1

nqn est onvergente.b. Caluler la somme de ette série.3. a. Justi�er que la série ∑

n>1

n2qn est onvergente.b. Caluler la somme de ette série.Exerie 9Justi�er que la série suivante est onvergente, et aluler sa somme.1. ∑
n>1

n(n− 1)

5n2. ∑
n>0

1

2nn!3. ∑
n>0

n(−1)ne−n4. ∑
n>1

n2

2n

5. ∑
n>1

2n2 + 3n+ 5

2n6. ∑
n>0

n

32n+17. ∑
n>1

n2 + (−1)n

3n

8. ∑
n>0

3n

(n+ 1)!9. ∑
n>0

n2(−1)n

4n10. ∑
n>0

n2 + n+ 1

n!

Exerie 10On onsidère la série ∑

n>0

un, ave, pour n ∈ N : un =
1

en + e−nPour n ∈ N, on note Sn la somme partielle d'indie n de ette série.1. Déterminer la monotonie de la suite (Sn)n∈N2. Montrer que pour tout n ∈ N, 0 6 un 6 e−n3. En déduire que la série ∑

n>0

un est onvergente.a. Déduire de 2. que (Sn)n∈N est majorée.b. Retrouver que ∑

n>0

un est onvergente, on notera S sa somme.. Montrer que S 6
e

e− 12


