
ECG 1a Chapitre 16 - Dérivation Avril 2024Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais toujours aluler des dérivées et étudier une fontion, mais aussi :� montrer qu'une fontion est dérivable en un point et aluler la dérivée en e point. �� aluler des dérivées suessives et utiliser les notations C
1,C 2,C ∞ �� énoner et utiliser l'inégalité des aroissements �nis. �� démontrer qu'une fontion est onvexe (ou onave) à l'aide des variations de sa dérivée. �DérivabilitéDé�nitions et propriétés ExemplesDé�nitions : si f(x)− f(a)

x− a
admet unelimite lorsque x tend vers a, on dit que

f est dérivable en a et la limite estappelée nombre dérivé de f en a,noté f ′(a)

soit f dé�nie par f(x) = (x

2

)2

=
x2

4démontrons que f est dérivable en 2 et alulons f ′(2)

f(x)− f(2)

x− 2
=

x2

4
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x− 2
=

x2 − 4

4(x− 2)
=

(x− 2)(x+ 2)

4(x− 2)don f(x)− f(2)

x− 2
=

x+ 2

4
et don lim

x→2

f(x)− f(2)

x− 2
= 1on en déduit que f est dérivable en 2 et que f ′(2) = 1Non dérivabilité ar limite in�nie : x →

√
xen e�et lim

x→0+

√
x−

√
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x→0+
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Remarques :� graphiquement si A et H sont les points de Cf d'abs-isses a et x, lorsque le point H se rapprohe de A etque la séante à Cf (en gris ou bleu) admet une posi-tion limite (une droite limite), on peut parler de nombredérivé et même plus (en rouge)� ela nous apporte aussi une dé�nition : si f est dérivableen a, la tangente à Cf au point A d'absisse a est ladroite passant par A et de oe�ient direteur f ′(a)l'équation de la tangente est alors y = f ′(a)(x−a)+f(a)on peut extrapoler aux as où lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
est in�nie,e qui orrespond aux tangentes vertialesOn dit que f est dérivable àdroite (resp. à gauhe) en a lors-qu'il existe un nombre ℓ tel que

lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= ℓ(resp. lim

x→a−

f(x)− f(a)

x− a
= ℓ)Propriété : f est dérivable en a si etseulement si f est dérivable à droite età gauhe en a et que les deux limitessont égales

On peut montrer que f dé�nie par
f(x) =







1 + x si x > 0

ex si x < 0
est dérivable en 0on trouve lim

0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

0+

x+ 1− 1

x
= 1 · · · = lim

0−Non dérivabilité ar lim
0−

6= lim
0+

: par exemple, x 7→ |x|En 0 la fontion valeur absolue n'est pas dérivable ar salimite à gauhe vaut −1 et sa limite à droite vaut 1Dé�nitions : lorsque f est dérivable en tout point d'un intervalle I, on dit que f est dérivablesur I. On dé�nit alors l'appliation f ′ de I vers R qui à tout nombre a de I assoie le nombredérivée f ′(a). Cette appliation est appelée appliation dérivée de f1



Bon à savoir : si f est dérivable alors f est ontinue MAISB la réiproque est fausse (f. x 7→ |x|)Opérations sur les fontions dérivables :l'addition, le produit, le quotient (dèslors qu'il est bien dé�ni) de fontionsdérivables est une fontion dérivable Par opérations sur les fontions usuelles dérivables,
x 7→ 3 ln(x), x 7→ (2x + 1)ex, x 7→ 3x2 + 7

x9 − 8x
sont déri-vables (là où elles sont dé�nies)Opérations - rappels : si f et g sont deux fontions dérivables, λ et µ des réels,

(f + g)′ = f ′ + g′, (λf)′ = λf ′, (fg)′ = f ′g + fg′,

(

1

f

)

′

= − f ′

f 2
,

(

f

g

)

′

=
f ′g − fg′

g2Composition :si f et g sont dérivables et si g ◦ fest dé�nie alors g ◦ f est dérivable et
(g ◦ f)′ = f ′ × (g′ ◦ f) i.e.
∀x ∈ I, (g ◦ f)′ (x) = f ′(x)× g′(f(x))

Soit f(x) = ln(x2 + 4) dé�nie sur Ralors f est dérivable sur R par ompositionet ∀x ∈ R, f ′(x) =
u′(x)

u(x)
=

2x

x2 + 4
(ave u(x) = x2 + 4)Remarque : nous onnaissions déjà ette formule dans desas partiulier, ln(u), eu,√u et unRéiproque :si f est bijetive et dérivable, alors dèslors que f ′ est non nul, sa réiproque

f−1 est dérivable et (f−1
)

′

=
1

f ′ ◦ f−1

La fontion arré (f) est bijetive de R+ dans R+ et sadérivée est non nulle sur R∗

+ don sa réiproque (la fon-tion raine arrée) est dérivable sur R+ \ {f(0)} (i.e. R∗

+)et (f−1)′(x) =
1

f ′ ◦ f−1(x)
=

1

2×√
xUne méthode o�ielle : alul de limiteà l'aide du nombre dérivé, ou ommentaluler des limites en retournant leproblème : on sait qu'une fontionest dérivable don en tout point

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
existe et vaut f ′(a)Ca donne des résultats étonnants, re-gardez plut�t (à droite)

lim
x→1

ln(x)

x− 1
est une forme indéterminée que nous ne savonspas aluler, mais en remarquant que

ln x

x− 1
=

ln(x)− ln(1)

x− 1
et sahant que ln est dérivable, onen déduit que lim

x→1

ln(x)

x− 1
= ln′(1) = 1De même lim

x→0

ex − 1

x
= exp′(0) = 1Approximation par la tangente : auvoisinage d'un point, une fontion est� prohe � de sa tangente e qui s'érit

∀x ∈ I, f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+hε(h)où h est � petit � et ε est une fontiontelle que lim
h→0

ε(h) = 0

Exemples o�iels et limites o�ielles :
eh = 1 + h+ hε(h) et don lim

h→0

eh − 1

h
= 1 (ex pour x = 0)

ln(1 + h) = h + hε(h) et don lim
h→0

ln(1 + h)

h
= 1 (ln en 1)

(1 + h)α = 1 + αh+ hε(h) ((1 + x)α en 0)Les appliations essentielles de la dérivationMonotonie, extremumPropriété : ave I un intervalle� f est roissante ⇔ ∀x ∈ I, f ′(x) > 0� f est déroissante ⇔ ∀x ∈ I, f ′(x) 6 0� f est onstante ⇔ ∀x ∈ I, f ′(x) = 0

Remarque : l'hypothèse � I intervalle � est indispen-sable. En e�et ave f(x) =
1

x
dé�nie sur R∗, on trouve

∀x ∈ R
∗, f ′(x) = − 1

x2
< 0 et pourtant f n'est pas dé-roissante sur R∗ puisque f(−1) < f(1), mais elle l'estsur R∗

−
et R∗

+Propriété : de plus si ∀x ∈ I, f ′(x) > 0(resp. 6 0) et f ′ ne s'annule qu'en unnombre �ni de valeurs alors f est stri-tement roissante (resp. déroissante). Soit f(x) =
2

5
x5 − x4 − 2x3 + 4x2 + 8x + 11 alors

f ′(x) = 2(x + 1)2(x − 2)2 don f ′(x) > 0 et f ′(x) = 0uniquement pour x = −1 ou x = 2don f est stritement roissante sur R2



Propriété - ondition néessaired'extremum loal :si f admet un extremum loal en a, etsi f est dérivable en a, alors f ′(a) = 0

Remarques :� la réiproque est fausse (f. f : x 7→ x3 en 0).� dans la pratrique, pour trouver on herhera d'abordles solutions de f ′(x) = 0 puis on étudiera la (les) solu-tion(s) pour savoir s'il s'agit d'extremum.Propriété - ondition su�santed'extremum loal : si f ′ s'annule en aen hangeant de signe, alors f admetun extremum loal en a

On le démontre à l'aide des variationsAttention, là enore la réiproque est fausse (fontionsonstantes).L'inégalité des aroissements �nisPropriété - inégalités desaroissements �nis :s'il existe m et M deux réels telsque : ∀x ∈ I,m 6 f ′(x) 6 M , alors
∀(a, b)2 ∈ I, ave a 6 b,

m(b− a) 6 f(b)− f(a) 6 M(b − a)Propriété - IAF bis :s'il existe k ∈ R+ tel que :
∀x ∈ I, |f ′(x)| 6 k, alors
∀(a, b)2 ∈ I, |f(b)− f(a)| 6 k|b− a|

Remarque : le fait que la dérivée soit bornée limite l'ampli-tude des variations de f� pour tous a et b tels que a < b < −2 : 0 6 eb−ea 6
1

e2
(b−a)en e�et sur ette intervalle la dérivée d'exponentielle estinférieure ou égale à 1

e2� ∀n ∈ N
∗,

1

n+ 1
6 ln(n + 1)− ln(n) 6

1

nen e�et la dérivée de x 7→ ln(x) est x 7→ 1

x
qui est majoréepar M =

1

n
et minorée par m =

1

n + 1
sur [n, n+ 1]don ave a = n et b = n + 1, b − a = 1 et on obtient lerésultat.Exerie-type d'appliation de l'IAF : étude d'une suite réursive : ave un+1 = f(un)On étudie d'abord la fontion, ensuite (l'ordre peut hanger) :� on trouve un point �xe de f , que l'on note α� on montre que un reste ompris dans un ertain intervalle I� on montre que f ′ est bornée sur Ipuis en appliquant l'IAF à un et α, on trouve :

|f(un)− f(α)| 6 k|un − α|, i.e. |un+1 − α| 6 k|un − α|puis par réurrene on obtient |un − α| 6 kn|u0 − α| et en�n, si k < 1, on trouve un → αDérivées suessivesDé�nitions : soit f une appliation de I vers RSoit n ∈ N
∗, lorsqu'elle existe, f (n) désigne l'appliationdérivée d'ordre n de f (ou appliation dérivée nème de

f) dé�nie par réurrene :
f (0) = f puis pour n > 1, f (n) =

(

f (n−1)
)′

Remarques :
• pour n = 2, on parle de dérivéeseonde
• si f (n) existe, on dit que f est nfois dérivable.Dé�nitions :

• on dit que f est de lasse C
n (sur I) si elle est n fois dérivablesur I et si f (n) est ontinue sur I

• on dit que f est de lasse C
∞ (sur I) si f est de lasse C

npour tout n ∈ N
∗

La fontion exponentielle est delasse C
∞, les fontions polyno-miales aussi.Et e n'est pas tout : fontions in-verse, ln, raine arrée (sur R∗

+) ...3



Propriétés - opérations sur les dérivées suessives : si f et g sont de lasse C
n (ou C

∞) sur I, et
λ ∈ R. Alors λf et f + g sont de lasse C

n (ou C
∞) sur I, de plus :

(λf)(n) = λf (n), (f + g)(n) = f (n) + g(n)de même, si elles sont dé�nies, fg, 1
f
,
f

g
, g ◦ f sont C

n (ou C
∞) mais on n'a pas de formule.ConvexitéDé�nitions : on dit que f est onvexe (resp.onave) lorsque : pour tous réels a ∈ I et b ∈ I, etpour tout λ ∈ [0, 1], on a :

f
(

λa+ (1− λ)b
)

6 λf(a) + (1− λ)f(b)[resp. f(λa+ (1− λ)b
)

> λf(a) + (1− λ)f(b)℄Propriété : f est onvexe ⇔ −f est onave
Interprétation géométrique de la onvexité(resp. onavité) : tout segment [A1, A2], où
(A1, A2) est un ouple de points de la ourbe,est situé au-dessus (resp. en-dessous) de laportion de Cf omprise entre A1 et A2, f.premier graphique.Propriété : si f est C

2, alors il y a équivalene entre(i) f est onvexe(ii) f ′ est roissante(ii) f ′′ est positive(iii) Cf est au-dessus de haune de ses tangentes :
∀x ∈ I, ∀a ∈ I, f(x) > f(a) + (x− a)f ′(a)Les équivalenes analogues existent pour une fon-tion onave dérivable.

Exemples :� x 7→ 1

x
est onvexe sur R∗

+ (f ′(x) = − 1

x2
)� les fontions arré et exp sont onvexes.� la fontion ln est onaveTangentes : pour exp en 0 et ln en 1� ∀x ∈ R, ex> 1 + x� ∀x ∈ R

∗

+, ln(x)6 x− 1Propriété :si la dérivée d'une fontion onvexe f de lasse C
2sur un intervalle ouvert s'annule en un point, f ad-met un minimum en e point. Interprétation : omme la dérivée d'une fon-tion onvexe de lasse C

2 est roissante, elaveut dire que dans e as, elle est négativepuis nulle puis positive.don la fontion f est déroissante puis rois-sante.Exemple : la fontion arré admet un mini-mum en 0Question éonomique : si le oût est une fontion onvexe, on peut herher le béné�e maximal.
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Dé�nition : soit x0 un nombre réel. Si f est onvexe sur l'un des intervalles
]x0 − α, x0] ou [x0, x0 + α[ (ave α > 0), et onave sur l'autre, on dit que lepoint M0 de Cf d'absisse x0 est un point d'in�exion de CfRemarque : ela signi�e que la tangente à Cf au point M0 traverse Cf en M0Propriété : si f est C

2 et x0 ∈ I, n'est pas une extrémité de I, alors :le point M0 de Cf d'absisse x0 est un point d'in�exion de Cf si et seulementsi f ′′ s'annule en x0 en hangeant de signe.4


