
ECG 1a TD 16 - Dérivation Avril 2024Plan de travailNotion Exeries a minima Mais aussiDérivabilité 1, 2, 5, 6, 7 3, 4Représentation 2, 5, 11 9Etude/onvexité 8, 11 9, 10Fontion/suite/IAF 12, 13, exerie 2 DL 14, 15Etude de dérivabilitéExerie 1Soit f dé�nie sur R par :

f(x) =
x

1 + |x|1. Justi�er que f est ontinue en 02. f est-elle dérivable en 0 ?3. f est-elle de lasse C
1 sur R ?Exerie 2On dé�nit l'appliation f de R+ vers R par :

f(x) =

{

exp
(

x ln(x)
)

si x > 0
1 si x = 01. Justi�er que f est ontinue sur R+2. f est-elle dérivable en 0 ?3. Déterminer la tangente à Cf au point d'absisse 04. Dresser le tableau de variations de fTraer Cf et la tangente au point d'absisse 0

Exerie 3Soit f : [0,+∞[→ R l'appliation dé�nie par :
∀x ∈ [0,+∞[, f(x) =

√
x ln(1 +

√
x)Montrer que f est de lasse C

1 sur [0,+∞[Exerie 4Soit f dé�nie sur R par f(x) = {

ln(x) si x > 1
ex − e si x < 11. Montrer que f est ontinue sur R2. f est-elle dérivable sur R ?

Calul de dérivéeExerie 5Soit f dé�nie sur R+ par : f(x) = {

1− x2 ln(x) si x > 0
1 si x = 01. Justi�er que f est ontinue sur R+2. Justi�er que f est dérivable sur R∗

+, et aluler f ′(x) pour x > 03. Montrer que f est dérivable en 0, et aluler f ′(0)4. Montrer que f est de lasse C
1 sur R+5. Dresser le tableau de variation de f6. Traer l'allure de Cf au voisinage du point d'absisse 0

1



Exerie 6Déterminer le domaine de dé�nition des fontions suivantes, détermi-ner un domaine ∆ sur lesquelles elles sont dérivables en utilisant lesthéorèmes généraux, et aluler leur dérivée.1. f1(x) = √
1− 4x22. f2(x) = xln(x)3. f3(x) = 1

x44. f(x) = x2e−2x

5. g(x) = x
√
x

ex − 16. h(x) = (x2 + 1)x7. k(x) = ln

(

ex + e−x

2

)

Dérivées suessivesExerie 7Soit g la fontion dé�nie sur D par : ∀x ∈ D , g(x) = − ln(1− x)1. Déterminer le domaine de dé�nition D de g2. Justi�er que g est de lasse C
∞ sur D3. Par réurrene, établir une formule pour g(n)(x), ave x ∈ D et

n ∈ N
∗

Etude de fontionsExerie 8Soit f la fontion dé�nie sur R+ par : f(x) = 2e−x
√
x1. Véri�er que f est ontinue sur R+2. Véri�er que f

(

1

2

)

=

√

2

e3. f est-elle dérivable sur R+ ?4. Déterminer lim
x→+∞

f(x)5. Dresser le tableau de variations omplet de f

6. Etudier la onvexité de f , et montrer que Cf admet un pointd'in�exion.7. Soit g dé�nie sur I =

]

0,
1

2

[ par : ∀x ∈ I, g(x) = f(x) Montrerque g dé�nit une bijetion entre I et un intervalle J à déterminer.8. Justi�er que g−1 est dérivable sur JExerie 9Soit f la fontion dé�nie sur [0, 1[ par :
f(x) =











1

ln(x)
si x ∈]0, 1[

0 si x = 01. Montrer que f est ontinue sur [0, 1[2. f est-elle dérivable en 0 ?3. Déterminer la tangente à Cf au point d'absisse 04. Etudier les variations de f5. Etudier la onvexité de f , et les points d'in�exion de Cf , et don-ner les tangentes à Cf aux éventuels points d'in�exion.6. Représenter CfExerie 10Soit f la fontion dé�nie sur R par : f(x) = xex1. Etudier les variations de f et ses limites.2. Déterminer la tangente à Cf au point d'absisse 03. Montrer que f induit une bijetion entre [−1,+∞[ et [−e−1,+∞[On notera h ette bijetion.4. On note W = h−1. Montrer que W est dérivable sur ]− e−1,+∞[et que pour x > −e−1 et x 6= 0, on a :

W ′(x) =
W (x)

x(1 +W (x))2



Exerie 11Soit f la fontion dé�nie sur R par :

f(x) =
ex − 1

ex + 11. Montrer que f est de lasse C
1 sur R, et déterminer f ′2. Dresser le tableau de variations omplet de f3. Etudier la onvexité de f , et montrer que Cf admet un pointd'in�exion.4. Traer Cf ainsi que la tangente au point d'in�exion.Exerie 12Soit f la fontion dé�nie sur R∗ par : f(x) = −1

xPour n ∈ N
∗, on pose

Sn =
n

∑

k=1

1

k21. Montrer que la suite (Sn)n>1 est roissante.2. Soit k un entier tel que k > 2a. Montrer que pour tout x ∈ [k − 1, k],

1

k2
6 f ′(x) 6

1

(k − 1)2b. En déduire un enadrement de f(k)− f(k − 1)3. En déduire que pour n entier tel que n > 2 :
n

∑

k=2

1

k2
6 f(n)− f(1)4. En déduire que la suite (Sn)n>1 onverge.

Exerie 13Soit f la fontion dé�nie sur son domaine de dé�nition Df par
f(x) =

1

1 + xOn dé�nit une suite u = (un)n∈N par :
{

u0 = 1
∀n ∈ N, un+1 = f(un)On pose I =

[

1

2
, 1

]1. Déterminer Df2. Etudier les variations de f sur [0,+∞[3. Montrer que f〈I〉 ⊂ I4. En déduire que pour tout n ∈ N, un ∈ I5. Déterminer les points �xes de f , 'est-à-dire les solutions del'équation f(x) = x. On note α l'unique point �xe de f tel que

α ∈ I6. Montrer que :
∀x ∈ I, |f ′(x)| 6 4

97. Montrer que :
∀n ∈ N, |un+1 − α| 6 4

9
|un − α|8. Montrer par réurrene que : ∀n ∈ N, |un−α| 6

(

4

9

)n

|u0−α|9. Etudier la onvergene de la suite u
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Exerie 14Soit f la fontion dé�nie sur son domaine de dé�nition Df par

f(x) =
1

2

(

x+
3

x

)On dé�nit une suite u = (un)n∈N par :

{

u0 = 2
∀n ∈ N, un+1 = f(un)On pose I =

[√
3,+∞

[1. Déterminer Df2. Etudier les variations de f sur ]0,+∞[3. Montrer que f〈I〉 ⊂ I4. En déduire que pour tout n ∈ N, un ∈ I5. Déterminer les points �xes de f et étudier le signe de f(x) − xpour x ∈ R
∗6. a. Etudier la monotonie de ub. En déduire que u onverge vers un réel ℓ. Montrer que ℓ =

√
37. Montrer que :

∀n ∈ N, |un+1 −
√
3| 6 1

2
|un −

√
3|8. En déduire que la suite u onverge vers √39. Déterminer un entier N tel que |un −

√
3| 6 10−7

Exerie 15Soit f l'appliation

f :
R → R

x 7→ ex

ex + 1On dé�nit une suite (un)n∈N par :
{

u0 ∈ R

∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Dresser le tableau de variations omplet de f . (On fera apparaitreles limites).2. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, un ∈ [0, 1]3. Montrer que f admet un unique point �xe α, et que α ∈]0, 1[(Indiation : étudier la fontion g dé�nie par g(x) = f(x)− x).4. Montrer que : ∀x ∈ [0, 1], |f ′(x)| 6 e

45. Montrer que :
∀n ∈ N

∗, |un+1 − α| 6 e

4
|un − α|6. Montrer par réurrene que :

∀n ∈ N
∗, |un − α| 6

(e

4

)n−17. En déduire un entier N tel que |uN − α| 6 10−38. Erire un sript Python qui permet d'obtenir un tel entier N
4


