
ECG 1a TD 16 - Dérivation Avril 2024CorrigésEtude de dérivabilitéExerie 1Soit f dé�nie sur R par : f(x) = x

1 + |x|1. Justi�er que f est ontinue en 0

f est un quotient de fontions ontinues sur R et son dénomina-teur ne s'annule pas, don f est ontinue sur R et a fortiori en 02. f est-elle dérivable en 0 ?Il faut passer par la dé�nition dans e as :pour x 6= 0,
f(x)− f(0)

x− 0
=

x
1+|x|
x

=
1

1 + |x| (ar f(0) = 0or lim
x→0

1

1 + |x| =
1

1 + 0
= 1 par opérations,don lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 1don f est dérivable en 0 et f ′(0) = 13. f est-elle de lasse C

1 sur R ?La fontion valeur absolue est C
1 sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[don f est C

1 sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[ par opérations de fon-tions C
1omme f est dérivable en 0 d'après 2., il reste à étudier la onti-nuité de f ′ en 0or ∀x > 0, f(x) =

x

1 + xdon ∀x > 0, f ′(x) =
1× (1 + x)− x× 1

(1 + x)2
=

1

(1 + x)2et ∀x < 0, f(x) =
x

1− xdon ∀x < 0, f ′(x) =
1× (1− x)− x× (−1)

(1− x)2
=

1

(1− x)2

don f ′ est ontinue en 0, don f est C
1 sur RExerie 2On dé�nit l'appliation f de R+ vers R par :

f(x) =

{

exp
(

x ln(x)
)

si x > 0
1 si x = 01. Justi�er que f est ontinue sur R+Par produit et omposition de fontions ontinues f est ontinuesur ]0,+∞[de plus par roissane omparée lim

x→0
x ln(x) = 0et par ailleurs lim

X→0
eX = 1don par omposition lim

x→0
f(x) = 1 = f(0)don f est également ontinue en 0, don f est ontinue sur R2. f est-elle dérivable en 0 ?Comme à l'exerie 1, il faut passer par la dé�nition dans eas :pour x > 0,

f(x)− f(0)

x− 0
=

exp
(

x ln(x)
)

− 1

x

=
exp

(

x ln(x)
)

− 1

x ln(x)
× ln(x)or à nouveau lim

x→0
x ln(x) = 0et par ailleurs lim

X→0

eX − 1

X
= 1don par omposition lim

x→0

exp
(

x ln(x)
)

− 1

x ln(x)
= 1et omme lim

x→0
ln(x) = −∞, par produit lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= −∞don f n'est pas dérivable en 03. Déterminer la tangente à Cf au point d'absisse 01



Comme la limite du taux d'aroissement vaut −∞ en 0, il s'agitii d'un as partiulier de tangente vertiale, dont l'équation est

x = 04. Dresser le tableau de variations de f . Traer Cf et la tangente aupoint d'absisse 0Par produit et omposition de fontions dérivables f est dérivablesur ]0,+∞[ et ∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) = u′(x)eu(x)ave u(x) = x ln(x) et don u′(x) = ln(x)+x× 1

x
= ln(x)+1 pardérivation d'un produitdon f ′(x) = (ln(x) + 1) exp

(

x ln(x)
)don f ′(x) > 0 ⇔ ln(x) + 1 > 0 (ar l'exponentielle est toujourspositive), ⇔ ln(x) > −1 ⇔ x > e−1de même f ′(x) 6 0 ⇔ x 6 e−1, d'où le tableau de variations :

x

f ′(x)

f

0 e−1 +∞- 0 +

11

f
(

e−1
)

f
(

e−1
)

+∞+∞on a utilisé lim
x→+∞

f(x) = +∞ puisque

lim
x→+∞

x ln(x) = +∞ par produit puis paromposition ave lim
X→+∞

eX = +∞Pour le traé, on a besoin de la valeur de
f
(

e−1
)or f (

e−1
)

= exp
(

e−1 ln
(

e−1
))

= exp

(

−1

e

)e qui n'est pas aisé à aluler à la main, onutilisera f
(

e−1
)

≃ 0, 7on peut aussi remarquer que pour x >

e, ln(x) > 1 et don f(x) > ex, don f � re-joint une forme exponentielle �. 012
345
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Exerie 3Soit f : [0,+∞[→ R l'appliation dé�nie par :
∀x ∈ [0,+∞[, f(x) =

√
x ln(1 +

√
x)Montrer que f est de lasse C

1 sur [0,+∞[Attention, du fait de la fontion raine arrée qui n'est pas dérivable en
0, on peut seulement dire que f est de lasse C

1 sur ]0,+∞[ en utilisantles théorèmes généraux (opérations et omposition : f est un produitde fontions : la fontion raine arrée, et la fontion x 7→ ln(1+
√
x),ette dernière étant une omposition).Pour montrer que f est de lasse C

1 sur [0,+∞[, il reste don à mon-trer que f est dérivable en 0, et que f ′ est ontinue en 0 :
⊲ Pour x > 0, f(x)− f(0)

x
=

ln(1 +
√
x)√

xor lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1 (nous l'avons vu en exemple du ours, il s'agitde ln′(1)),par omposition ave lim

x→0

√
x = 0, on a : lim

x→0

ln(1 +
√
x)√

x
= 1don f est dérivable en 0, et f ′(0) = 1.

⊲ Pour x > 0, on a : f ′(x) =
1

2
√
x
× ln(1 +

√
x) +

√
x×

1
2
√
x

1 +
√
xsoit f ′(x) =

ln(1 +
√
x)

2
√
x

+
1

2(1 +
√
x)

.Il reste à savoir si f ′ est ontinue en 0, pour ela on étudie la limitede f ′ en 0omme vu au dessus, lim
x→0

ln(1 +
√
x)√

x
= 1de plus lim

x→0

1

2(1 +
√
x)

=
1

2

, don lim
x→0

f ′(x) =
1

2
× 1 +

1

2
= 1ainsi, lim

x→0
f ′(x) = f ′(0) et don f ′ est ontinue en 0.Finalement, f est de lasse C

1 sur [0,+∞[

2



Exerie 4Soit f dé�nie sur R par f(x) = {

ln(x) si x > 1
ex − e si x < 11. Montrer que f est ontinue sur R

f est ontinue sur ]−∞, 1[ et sur ]1,+∞[ ar dé�nie par des fon-tions ontinues sur es intervalles, la seule disontinuité possibleest en 1mais lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

ex − e = e − e = 0 par ontinuité de lafontion exponentielleet lim
x→1+

f(x) = ln(1) = 0 par ontinuité de lndon lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) = f(1)don f est ontinue en 1 et don sur R2. f est-elle dérivable sur R ?De même, f est dérivable sur ]−∞, 1[ et sur ]1,+∞[ ar dé�niepar des fontions dérivables sur es intervalles, étudions alors ladérivabilité en 1 :mais lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−

ex − e

x− 1
= g′(1) = e ave g(x) =

ex − e puisqu'on reonnait le taux d'aroissement de ettefontion g qui est par ailleurs dérivable et dont la dérivée est
g′(x) = exet lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

ln(x)

x− 1
= ln′(1) = 1 d'après la nou-velle limite du ours (où on reonnait le taux d'aroissement dela fontion ln en 1) don lim

x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1don f(x)− f(1)

x− 1

n'admet pas de limite quand x tend vers 1,don f n'est pas dérivable en 1Nota bene : en résumé, on a utilisé que f était dé�nie par deuxfontions dérivables à gauhe et à droite de 1, mais leurs dérivéesrespetives ne se rejoignent pas en une valeur ommune don fn'est pas dérivable en 1 (graphiquement, on pourrait dé�nir unetangente à gauhe et une tangente à droite, qui ii sont di�é-rentes).

Calul de dérivéeExerie 5Soit f dé�nie sur R+ par : f(x) = {

1− x2 ln(x) si x > 0
1 si x = 01. Justi�er que f est ontinue sur R+

f est ontinue sur ]0,+∞[ (opérations de fontions ontinues sures intervalles), la seule disontinuité possible est en 0mais lim
x→0

x2 ln(x) = 0 par roissane omparéedon par addition, lim
x→0

x 6=0

f(x) = 1 = f(0)don f est ontinue en 0 et don sur R2. Justi�er que f est dérivable sur R∗
+, et aluler f ′(x) pour x > 0De même, f est dérivable sur ]0,+∞[ (opérations de fontionsdérivables sur es intervalles)et ∀x > 0, f ′(x) = −(u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) ave u(x) = x2 et

v(x) = ln(x) et don u′(x) = 2x et v′(x) = 1

xdon f ′(x) = −
(

2x ln(x) + x2 × 1

x

)

= −2x ln(x)− x = −x(1 +

2 ln(x))3. Montrer que f est dérivable en 0, et aluler f ′(0)Pour x > 0,
f(x)− f(0)

x− 0
=

1− x2 ln(x)− 1

x
=

−x2 ln(x)

x
=

−x ln(x)or lim
x→0

x ln(x) = 0 par roissane omparéedon lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0don f est dérivable en 0 et f ′(0) = 04. Montrer que f est de lasse C

1 sur R+3



De même, par opérations de fontions C
1, f est C

1 sur ]0,+∞[,et f est dérivable en 0 et f ′(0) = 0reste à véri�er la ontinuité de f ′ en 0d'après 2., pour x > 0, f ′(x) = −x− 2x ln(x)or à nouveau lim
x→0

x ln(x) = 0 don lim
x→0

x 6=0

f ′(x) = 0 = f ′(0)don f ′ est ontinue en 0, don f ′ est C
1 sur R+5. Dresser le tableau de variation de f

f ′(0) = 0 et pour x > 0, f ′(x) > 0 ⇔ −x(1 + 2 ln(x)) > 0 ⇔
1 + 2 ln(x) 6 0 (ar x > 0) ⇔ 2 ln(x) 6 −1 ⇔ ln(x) 6 −1

2
⇔

x 6 e−
1

2 =
1√
e

ar exp est roissante sur Rde même f ′(x) 6 0 ⇔ x > e−
1

2on peut don établir le tableau de variations de f sahant que
f
(

e−
1

2

)

= 1−
(

e−
1

2

)2

ln
(

e−
1

2

)

= 1− e−1

(

−1

2

)

ln(e) = 1 +
1

2eet que lim
x→+∞

f(x) = −∞ par opérationsar lim
x→+∞

x2 = lim
x→+∞

ln(x) = +∞ don lim
x→+∞

1− x2 ln(x) = −∞

x

f ′(x)

f

0 e−1/2 +∞
0 + 0 -
11

1 +
1

2e
1 +

1

2e

−∞−∞6. Traer l'allure de Cf au voisinage du point d'absisse 0

La ourbe ommene roissante mais ave une tan-gente horizontale en 0, puis atteint un maximumpour x = e−
1

2 =
1

e
1

2

=
1√
e

avant de déroitreil n'est pas aisé de aluler ette valeur à la main,on prend don e−
1

2 ≃ 0, 6 et le maximum vaut
1 +

1

2e
≃ 1, 2
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Exerie 6Déterminer le domaine de dé�nition des fontions suivantes, détermi-ner un domaine ∆ sur lesquelles elles sont dérivables en utilisant lesthéorèmes généraux, et aluler leur dérivée.1. f1(x) = √
1− 4x2

f1(x) =
√

u(x) ave u(x) = 1 − 4x2, don f1 est dé�nie dès lorsque u(x) > 0 ⇔ 1 − 4x2
> 0 ⇔ 4x2

6 1 ⇔ x2
6

1

4
⇔ |x| 6 1

2don f1 est dé�nie sur [−1

2
,
1

2

]

f1 est dérivable là où elle dé�nie et de plus là où u(x) ne s'annulepas (omposition de fontions dérivables : une fontion polyno-miale et la fontion raine arrée qui est dérivable sur ]0,+∞[),i.e. si 1 − 4x2 6= 0 ⇔ 4x2 6= 1 ⇔ x2 =
1

4
⇔ x = −1

2

ou x =
1

2don f1 est dérivable sur ]−1

2
,
1

2

[ et

∀x ∈
]

−1

2
,
1

2

[

, f ′
1(x) =

u′(x)

2
√

u(x)
=

−8x

2
√
1− 4x2

=
−4x√
1− 4x22. f2(x) = xln(x)alors f2(x) = exp[ln(x) ln(x)] = exp[(ln(x))2]don f2 est dé�nie et dérivable sur ]0,+∞[ en tant que omposi-tion de fontions dérivables.de plus f2(x) = exp[u(x)] ave u(x) = (ln(x))24



on peut érire u(x) = v(x)2 ave v(x) = ln(x)et don u′(x) = 2v′(x)v(x) = 2
1

x
ln(x) =

2 ln(x)

xdon ∀x > 0, f ′
2(x) = u′(x) exp(u(x)) =

2 ln(x)

x
exp[(ln(x))2]que l'on peut érire f ′

2(x) =
2 ln(x)

x
xln(x) = 2 ln(x)xln(x)−13. f3(x) = 1

x4

f3(x) = x−4 don f3 est dé�nie et dérivable sur ] − ∞, 0[ et sur

]0,+∞[ ar 'est une fontion usuelle dérivable (fontion puis-sane), de plus ∀x 6= 0, f ′
3(x) = −4x−5 = − 4

x54. f(x) = x2e−2xAuune ontrainte de dé�nition et de dérivabilité ii, don f estdé�nie et dérivable sur Rpour dériver, on utilise la formule du produit ave u(x) = x2 (etdon u′(x) = 2x) et v(x) = e−2x (et don v′(x) = −2e−2x)don ∀x ∈ R, f ′(x) = 2xe−2x + x2 × (−2e−2x) = 2xe−2x(1− x)5. g(x) = x
√
x

ex − 1La raine arrée limite la dé�nition de g à R+ et le dénominateurlimite à ]0,+∞[ (ar ex − 1 = 0 ⇔ ex = 1 ⇔ x = 0), e qui per-met d'éviter le problème de non-dérivabilité de la raine arréeen 0 don, en tant qu'opération de fontions dérivables,
g est dérivable sur ]0,+∞[ et en notant u(x) = x

3

2 alors u′(x) =
3

2
x

1

2 et v(x) = ex − 1 (alors v′(x) = ex)on trouve, ∀x > 0, g′(x) =
3
2
x

1

2 (ex − 1)− x
3

2 ex

(ex − 1)2

=

√
x
[

ex
(

3
2
− x

)

− 3
2

]

(ex − 1)26. h(x) = (x2 + 1)x

h est dé�nie par une � puissane quelonque �, que l'on peut
érire par dé�nition, h(x) = exp

(

x ln(x2 + 1)
)don h est dé�nie sur R, ar ∀x ∈ R, x2 + 1 > 0 et en érivant

u(x) = x ln(x2 + 1), on obtient,
∀x ∈ R, h(x) = u′(x)eu(x)or u(x) s'érit omme un produit v(x)w(x) ave v(x) = x (don
v′(x) = 1) et w(x) = ln(x2 + 1) (don w′(x) =

2x

x2 + 1

)don ∀x ∈ R, h′(x) =

(

ln(x2 + 1) + x× 2x

x2 + 1

)

exp
(

x ln(x2 + 1)
)

=

(

ln(x2 + 1) +
2x2

x2 + 1

)

(x2 + 1)x7. k(x) = ln

(

ex + e−x

2

)Ave u(x) =
ex + e−x

2
(et don u′(x) =

ex − e−x

2

), on trouve que

k est dé�nie et dérivable sur R ar ∀x ∈ R, u(x) > 0 et k est uneomposition de fontions dérivablesde plus ∀x > 0, k′(x) =
u′(x)

u′(x)
=

ex+e−x

2
ex−e−x

2

=
ex + e−x

ex − e−x

Dérivées suessivesExerie 7Soit g la fontion dé�nie sur D par : ∀x ∈ D , g(x) = − ln(1− x)1. Déterminer le domaine de dé�nition D de gLe nombre g(x) est dé�ni si et seulement si 1− x > 0 ⇔ x < 1don D =]−∞, 1[2. Justi�er que g est de lasse C
∞ sur D

g est de lasse C
∞ sur ]−∞, 1[ par omposition de fontions delasse C

∞, puisque ln est de lasse C
∞ sur R∗

+3. Par réurrene, établir une formule pour g(n)(x), ave x ∈ D et

n ∈ N
∗5



Pour x < 1 : g′(x) = (1 − x)−1 g′′(x) = (1 − x)−2 g(3)(x) =
2(1− x)−3 g(4)(x) = 6(1− x)−4En extrapolant, on trouve la formule suivante, qui devient notreassertion P (n)pour n > 1, P (n) : ∀x ∈]−∞, 1[, g(n)(x) =

(n− 1)!

(1− x)nInitialisation : P (1) est vraie omme nous l'avons vu juste au-dessus.Hérédité : soit n > 0, supposons P (n) vraie.alors par hypothèse, ∀x ∈]−∞, 1[, g(n)(x) =
(n− 1)!

(1− x)ndon g(n) est dérivable sur ]−∞, 1[et pour x ∈]−∞, 1[, on peut aussi érire g(n)(x) = (n−1)!(1−x)−nalors g(n+1)(x) = (n− 1)!(−n)× (−1)× (1− x)−n−1i.e. g(n+1)(x) = n× (n− 1)!(1− x)−(n+1) = n
1

(1− x)n+1don P (n + 1) est véri�ée, d'où l'hérédité et don par théorèmede réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Etude de fontionsExerie 8Soit f la fontion dé�nie sur R+ par : f(x) = 2e−x
√
x1. Véri�er que f est ontinue sur R+

f est un produit de fontions ontinues sur R+2. Véri�er que f

(

1

2

)

=

√

2

e

f

(

1

2

)

= 2e−1/2 ×
√

1

2
= 2× 1√

2
×

(

e−1
)

1

2 =
√
2× 1√

e
=

√

2

e3. f est-elle dérivable sur R+ ?D'après les théorèmes généraux, on peut seulement dire que f estdérivable sur R∗
+, par produit de fontions dérivables sur R∗

+

mais pour savoir si f est ou n'est pas dérivable sur R+, il fautexaminer la dérivabilité en 0 � à la main �.
lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

2e−x
√
x

x
= lim

x→0

2e−x

√
x

= +∞ par opération(quotient), ar lim
x→0

e−x = 1 et lim
x→0

√
x = 0+don f n'est pas dérivable en 0, et de fait, elle n'est pas dérivablesur R+4. Déterminer lim

x→+∞
f(x)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

2
√
x

ex
= 0 par roissanes omparées.5. Dresser le tableau de variations omplet de fPour x > 0, on a : f ′(x) = −2e−x

√
x+2e−x× 1

2
√
x
=

e−x

√
x
(1−2x)don f ′(x) est du signe de 1− 2x, d'où le tableau de variations :

x

f ′(x)

f

0 1/2 +∞+ 0 -

00

√

2

e

√

2

e
006. Etudier la onvexité de f , et montrer que Cf admet un pointd'in�exion.pour x > 0, f ′(x) = −2e−x

√
x+ e−x × x−1/2don f ′′(x) = 2e−x

√
x−2e−x× 1

2
√
x
− e−x

√
x
+e−x×

(

−1

2

)

×x−3/2que l'on peut érire f ′′(x) =
e−x

2x
√
x
(4x2 − 4x− 1)L'équation du seond degré 4x2 − 4x − 1 = 0 a deux solutions

r1 =
4 + 2

√
5

8
=

2 +
√
5

4

et r2 = 2−
√
5

4Pour x > 0, f ′′(x) est du signe du trin�me 4x2 − 4x − 1. Mais

r2 < 0, et r1 > 0, don on a le tableau de signe suivant :6



x

f ′′(x)

0 r1 +∞

− 0 +On en déduit que Cf a un seul point d'in�exion : le point d'abs-isse r1, que f et onave sur ]0, r1] et onvexe sur [r1,+∞[.7. Soit g dé�nie sur I =

]

0,
1

2

[ par : ∀x ∈ I, g(x) = f(x)Montrer que g dé�nit une bijetion entre I et un intervalle J àdéterminer.On applique le théorème de la bijetion à g qui est onti-nue est stritement roissante sur I et don bijetive de I sur

J =

]

g(0), g

(

1

2

)[, on trouve don J =

]

0,

√

2

e

[8. Justi�er que g−1 est dérivable sur J
g est don une bijetion ontinue, stritement déroissante de Idans J . Elle est dérivable sur et intervalle, et d'après la question5, on sait que g′(x) 6= 0 pour tout x ∈ I. Don d'après la pro-priété de dérivabilité de la bijetion réiproque (voir ours), g−1est dérivable sur JExerie 9Soit f la fontion dé�nie sur [0, 1[ par :

f(x) =







1

ln(x)
si x ∈]0, 1[

0 si x = 01. Montrer que f est ontinue sur [0, 1[
f est ontinue sur ]0, 1[ ar dé�nie par l'inverse d'une fontionontinuede plus lim

x→0
ln(x) = −∞ don par inversion de limite lim

x→0

1

ln(x)
=

0

et don lim
x→0

f(x) = 0 = f(0) don f est ontinue en 0 et de faitsur [0, 1[2. f est-elle dérivable en 0 ?On passe par la dé�nition ii :
f(x)− f(0)

x− 0
=

1
ln(x)

x
=

1

x ln(x)or lim
x→0

x ln(x) = 0 par roissane omparée (et même 0−)don par inversion lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= −∞don f n'est pas dérivable en 03. Déterminer la tangente à Cf au point d'absisse 0Comme la limite du taux d'aroissement vaut −∞ en 0, il s'agitii d'un as partiulier de tangente vertiale, dont l'équation est

x = 04. Etudier les variations de f

f est dérivable sur ]0, 1[ et
∀x ∈]0, 1[, f ′(x) =

− ln′(x)

(ln(x))2
=

− 1
x

(ln(x))2
= − 1

x(ln(x))2or ∀x ∈]0, 1[, x(ln(x))2 > 0 (produit de termes stritement posi-tifs)don ∀x ∈]0, 1[, f ′(x) < 0, don f est stritement déroissantesur ]0, 1[ et don sur [0, 1[ par propriété.5. Etudier la onvexité de f , et les points d'in�exion de Cf , et don-ner les tangentes à Cf aux éventuels points d'in�exion.D'après la question préédente,

∀x ∈]0, 1[, f ′(x) = − 1

v(x)

ave v(x) = x(ln(x))2don f ′ est dérivable sur ]0, 1[ et

∀x ∈]0, 1[, f ′′(x) = −
(

− v′(x)

v(x)2

)

=
v′(x)

v(x)2don f ′′(x) est du signe de v′(x)or v(x) = a(x)b(x) ave a(x) = x (et don a′(x) = 1) et7



b(x) = (ln(x))2 don b′(x) = 2 ln′(x) ln(x) = 2
ln(x)

xdon v′(x) = (ln(x))2 + x× 2
ln(x)

x
= (ln(x))2 + 2 ln(x)

= ln(x)(ln(x) + 2)or ∀x ∈]0, 1[, ln(x) < 0don v′(x) > 0 ⇔ ln(x) + 2 < 0 ⇔ ln(x) < −2 ⇔ x < e−2 =
1

e2de même v′(x) < 0 ⇔ x >
1

e2

et v(x) = 0 ⇔ x =
1

e2don par aratérisation des fontions onvexes et onaves, f estonvexe sur ]0, e−2[, onave sur ]e−2, 1[ et admet un point d'in-�exion en e−2 ar f ′′ s'annule en hangeant de signe en e pointde plus la tangente à Cf au point d'absisse e−2 a pour équation

y = f ′ (e−2
) (

x− e−2
)

+ f
(

e−2
)or f

(

e−2
)

=
1

ln (e−2)
= −1

2

et f ′ (e−2
)

= − 1

e−2 (ln (e−2))2
=

− e2

(−2)2
= −e2

4don l'équation est y = −e2

4

(

x− e−2
)

− 1

2
= −e2

4
x+

1

4
− 1

2soit y = −e2

4
x+

1

46. Représenter CfSans aide il n'est pas faile de dé-terminer e2, à défaut, on peut seontenter de e2 ≃ 8 et don prendrel'équation y = −2x− 1

4

pour la tan-gente trouvée préédemmentde plus on utilise la tangente ver-tiale en 0 et lim
x→1

f(x) = −∞ ar
lim
x→1

ln(x) = 0− (puis par inversion)
0-1-2-3-4-5
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Exerie 10Soit f la fontion dé�nie sur R par : f(x) = xex1. Etudier les variations de f et ses limites.

f est dérivable sur R en tant que produit de fontions dérivableset ∀x ∈ R, f ′(x) = ex + xex = (1 + x)exdon f ′(x) est du signe de (1 + x), 'est-à-dire négative sur
]−∞,−1] (stritement si on exlut −1) et positive sur [−1,+∞[,don f est stritement déroissante sur ]−∞,−1] et stritementroissante sur [−1,+∞[en�n par roissante omparée, lim

x→−∞
xex = 0, et d'autre part

lim
x→+∞

x = +∞, lim
x→+∞

ex = +∞ don par produit lim
x→+∞

xex =

+∞2. Déterminer la tangente à Cf au point d'absisse 0.Cette tangente a pour équation y = f ′(0)(x− 0) + f(0)or f ′(0) = (1+0)e0 = 1 et f(0) = 0 don l'équation de la tangenteest y = x.3. Montrer que f induit une bijetion entre [−1,+∞[ et [−e−1,+∞[.On notera h ette bijetion.
f est stritement roissante sur [−1,+∞[, don f induit (ou réa-lise) une bijetion de [−1,+∞[ sur [f(−1), lim

x→+∞
f(x)[, i.e. sur

[−e−1,+∞[ ar f(−1) = −1 × e−1 et lim
x→+∞

f(x) = +∞ ommenous l'avons vu plus haut.4. On note W = h−1. Montrer que W est dérivable sur ]− e−1,+∞[et que pour x > −e−1 et x 6= 0, on a : W ′(x) =
W (x)

x(1 +W (x))Par propriété, la réiproque d'une fontion dérivable est dérivablelà où elle ne s'annule pas, or g est dérivable ('est le as de f don'est le as de g aussi) mais g′(−1) = f ′(−1) = 0, don W estdérivable sur ]h(−1),+∞[, i.e. sur ]− e−1,+∞[de plus, nous savons que ∀x ∈]− e−1,+∞[,W ′(x) =
1

h′(W (x))8



don W ′(x) =
1

(1 +W (x))eW (x)or W (x)eW (x) = f(W (x)) = h(W (x)) = h ◦ h−1(x) = xsoit W (x)eW (x) = xdont on déduit eW (x) =
x

W (x)

dès lors que W (x) 6= 0, e qui estle as pour x 6= 0 (en e�et W (x) 6= 0 ⇒ h(W (x)) = h(0) i.e.

x = 0)�nalement ∀x ∈]− e−1,+∞[ et x 6= 0,

W ′(x) =
1

x
W (x)

+ x
=

1

x( 1
W (x)

+ 1)
=

W (x)

x(1 +W (x))Exerie 11Soit f la fontion dé�nie sur R par :

f(x) =
ex − 1

ex + 11. Montrer que f est de lasse C
1 sur R, et déterminer f ′

f est de lasse C
1 sur R (et même C

+∞ en tant que quotient defontions C
1 (ou C

+∞) sur Rde plus ave u(x) = ex − 1 et v(x) = ex + 1on a alors u′(x) = ex et v(x) = exet don ∀x ∈ R, f ′(x) =
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

v(x)2

=
ex(ex + 1)− (ex − 1)ex

(ex + 1)2
=

2ex

(ex + 1)22. Dresser le tableau de variations omplet de fAve l'expression trouvée préédemment, on trouve que ∀x ∈
R, f ′(x) > 0 don f est stritement roissante sur R, il faut alorsaluler les limites pour ompléter le tableau :d'une part lim

x→−∞
ex = 0 don par opérations lim

x→−∞
=

0− 1

0 + 1
= −1et en +∞, on fatorise pour lever l'indétermination :

f(x) =
ex(1− e−x)

ex(1 + e−x)
=

1− e−x

1 + e−x

et don par opérations lim
x→−∞

= 1

on peut don dresser le tableau de variations de f

x

f

−∞ +∞

−1−1

113. Etudier la onvexité de f , et montrer que Cf admet un pointd'in�exion.Comme nous l'avons vu plus haut, f ′ est dérivable et en notant,pour x ∈ R, a(x) = 2ex et b(x) = (ex + 1)2on a a′(x) = 2ex et b′(x) = 2ex(ex + 1) et de fait
∀x ∈ R, f ′′(x) =

a(x)b(x)− a(x)b′(x)

b(x)2

(ar a′(x) = a(x))
=

2ex((ex + 1)2 − 2ex[2ex(ex + 1)]

(ex + 1)4

=
2ex(ex + 1) (ex + 1− 2ex)

(ex + 1)4
=

2ex (1− ex)

(ex + 1)3don f ′′(x) est du signe de 1− ex, de fait
f ′′(x) > 0 ⇔ x < 0, f ′′(x) < 0 ⇔ x > 0 et f ′′(x) = 0 ⇔ x = 0don par aratérisation des fontions onvexes et onaves, f estonvexe sur R−, onave sur R+ et admet un point d'in�exion aupoint d'absisse 0 (puisque sa dérivée seonde s'annule en han-geant de signe).4. Traer Cf ainsi que la tangente au point d'in�exion.Cette tangente a pour équation y = f ′(0)(x−0)+f(0) i.e. y =

x

2ar f(0) = 0 et f ′(0) =
2e0

(e0 + 1)2
=

1

2On se ontente alors du point (0, 0), de la tangente et des limitespour traer f

-1 1 2 3 4 5-1-2-3-4-5-6 x
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Cf
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Exerie 12Soit f la fontion dé�nie sur R∗ par : f(x) = −1

xPour n ∈ N
∗, on pose

Sn =
n

∑

k=1

1

k21. Montrer que la suite (Sn)n>1 est roissante.

(Sn) est la somme partielle d'une série à termes positifs, il s'agitdon d'une suite roissante (on peut s'en onvainre en érivant

Sn+1 − Sn = · · · = 1

(n + 1)2

)2. Soit k un entier tel que k > 2a. Montrer que pour tout x ∈ [k − 1, k],

1

k2
6 f ′(x) 6

1

(k − 1)2

f est C
+∞ ar 'est l'opposée d'une fontion usuelle (x 7→

x−1),de plus, ∀x ∈ R
∗, f ′(x) = −

(

− 1

x2

)

=
1

x2alors pour k ∈ N, k > 2, x ∈ [k − 1, k] ⇒ (k − 1)2 6 x2
6 k2ar la fontion arré est roissante sur R+et don 1

k2
6 f ′(x) 6

1

(k − 1)2

ar la fontion inverse estdéroissante sur ]0,+∞[b. En déduire un enadrement de f(k)− f(k − 1)Etant donné que f ′ est bornée sur [k, k − 1], d'après l'inéga-lité des aroissements �nis que l'on applique ave a = k− 1et b = k (qui sont bien des points de l'intervalle [k − 1, k],on en déduit que 1

k2
[k − (k − 1)] 6 f(k) − f(k − 1) 6

1

(k − 1)2
[k − (k − 1)] i.e. 1

k2
6 f(k)− f(k − 1) 6

1

(k − 1)2

3. En déduire que pour n entier tel que n > 2 :
n

∑

k=2

1

k2
6 f(n)− f(1)On a montré à la question préédente que

∀k ∈ N, k > 2,
1

k2
6 f(k)− f(k − 1)don pour n ∈ N, n > 2,

n
∑

k=2

1

k2
6

n
∑

k=2

(f(k)− f(k − 1))or n
∑

k=2

(f(k)− f(k − 1)) est une somme télesopique,don n
∑

k=2

(f(k)− f(k − 1)) = f(n)− f(1)et de fait n
∑

k=2

1

k2
6 f(n)− f(1)4. En déduire que la suite (Sn)n>1 onverge.Par dé�nition de f, f(n)− f(1) = −1

n
−

(

−1

1

)

= 1− 1

ndon f(n)− f(1) 6 1 et de fait ∀n ∈ N, n > 2,

n
∑

k=2

1

k2
6 1or n

∑

k=1

1

k2
= 1 +

n
∑

k=2

1

k2

par relation de Chaslesdon n
∑

k=1

1

k2
6 1 + 1 = 2don (Sn)n>1 est une suite roissante et majorée, elle est dononvergente d'après le théorème de la limite monotone (on auraitaussi pu parler d'une série à termes positifs majorée).

10



Exerie 13Soit f la fontion dé�nie sur son domaine de dé�nition Df par

f(x) =
1

1 + xOn dé�nit une suite u = (un)n∈N par :

{

u0 = 1
∀n ∈ N, un+1 = f(un)On pose I =

[

1

2
, 1

]1. Déterminer Df2. Etudier les variations de f sur [0,+∞[3. Montrer que f〈I〉 ⊂ I4. En déduire que pour tout n ∈ N, un ∈ I5. Déterminer les points �xes de f , 'est-à-dire les solutions del'équation f(x) = x. On note α l'unique point �xe de f tel que
α ∈ I6. Montrer que :

∀x ∈ I, |f ′(x)| 6 4

97. Montrer que :

∀n ∈ N, |un+1 − α| 6 4

9
|un − α|8. Montrer par réurrene que : ∀n ∈ N, |un−α| 6

(

4

9

)n

|u0−α|9. Etudier la onvergene de la suite uExerie 14Soit f la fontion dé�nie sur son domaine de dé�nition Df par
f(x) =

1

2

(

x+
3

x

)

On dé�nit une suite u = (un)n∈N par :

{

u0 = 2
∀n ∈ N, un+1 = f(un)On pose I = [

√
3,+∞[1. Déterminer Df

f est dé�nie dès que 3

x

est dé�ni, i.e. x 6= 0don Df = R
∗2. Etudier les variations de f sur ]0,+∞[

f est dérivable sur Df (somme de fontions dérivables) et

∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) =
1

2

(

1− 3

x2

)don f ′(x) > 0 ⇔ 1 − 3

x2
> 0 ⇔ 3

x2
6 1 ⇔ x2

3
> 1 (ar lafontion inverse est déroissante sur ]0,+∞[

⇔ x2
> 3 ⇔

√
x2 >

√
3 (ar la fontion raine est roissante sur

R+

⇔ |x| >
√
3 ⇔ x >

√
3 (ar x > 0)de même f ′(x) 6 0 ⇔ x 6

√
3don f est déroissante sur ]

0,
√
3
] et roissante sur [√3,+∞

[(i.e. sur I)3. Montrer que f〈I〉 ⊂ ISoit x ∈ I, alors √3 6 x et don f
(√

3
)

6 f(x) ar f est rois-sante sur Ior f (√
3
)

=
1

2

(√
3 +

3√
3

)

=
1

2

(√
3 +

√
3
)

=
1

2
× 2

√
3 =

√
3don √

3 6 f(x), i.e. f(x) ∈ Idon f〈I〉 ⊂ I (l'image de tout élément de I est dans I)11



4. En déduire que pour tout n ∈ N, un ∈ IDu grand lassique, par réurrene ! Pour n ∈ N, on dé�nit

P (n) : un ∈ IInitialisation : u0 = 2 =
√
4 >

√
3 (ar la fontion raine estroissante), don u0 ∈ I et don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un ∈ I don f(un) ∈ I d'après 3.i.e. un+1 ∈ I don P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e.

un ∈ I5. Déterminer les points �xes de f et étudier le signe de f(x) − xpour x ∈ R
∗Soit x ∈ R
∗ alors f(x) = x ⇔ 1

2

(

x+
3

x

)

= x ⇔ x +
3

x
= 2x ⇔

3

x
= x ⇔ 3 = x2 (bien équivalent ar x 6= 0don f(x) = x ⇔ x = −

√
3 ou x =

√
3Par ailleurs, on trouve de même f(x)− x > 0 ⇔ 3

x
> x1er as : x > 0alors f(x)− x > 0 ⇔ 3 > x2 ⇔

√
3 > x2ème as : x < 0alors f(x)− x > 0 ⇔ 3 6 x2 ⇔

√
3 6

√
x2 ⇔

√
3 6 |x|

⇔
√
3 6 −x ⇔ −

√
3 > x�nalement f(x) − x 6 0 sur [

−
√
3, 0

[

∪
[√

3,+∞
[ et posatifsinon.6. a. Etudier la monotonie de uD'après 4., ∀n ∈ N, un ∈ Idon d'après 5., ∀n ∈ N, f(un)−un 6 0 don f(un) 6 un i.e.

un+1 6 undon u est déroissanteb. En déduire que u onverge vers un réel ℓ

u est déroissante et minorée (ar ∀n ∈ N, un ∈ I, don
un >

√
3) don d'après le théorème de la limite monotone, uonverge vers un réel ℓ. Montrer que ℓ =

√
3D'après la question préédente, un → ℓdon f(un) → f(ℓ) ar f est ontinueor par propriété un → ℓ ⇒ un+1 → ℓor ∀n ∈ N, un+1 = f(un), don par uniité de la limite,

ℓ = f(ℓ)don ℓ est un point �xe de f , don ℓ =
√
3 ou ℓ = −

√
3or ∀n ∈ N, un >

√
3 don par passage à la limite dans l'in-égalité, ℓ > √

3de fait ℓ 6= −
√
3 et de fait ℓ = √

37. Montrer que :
∀n ∈ N, |un+1 −

√
3| 6 1

2
|un −

√
3|Comme dans l'exerie 13, on va démontrer ela grâe à l'in-égalité des aroissement �nis et dans un premier temps, il fautmajorer f ′(x)soit x ∈ I alors x >

√
3 don x2

> 3 (la fontion arré étantroissante sur R+)don 1

x2
6

1

3

(ar la fontion inverse est déroissante sur R+don 3

x2
6 1 don − 3

x2
> 1 et don 1− 3

x2
> 0de fait f ′(x) > 0 et don |f ′(x)| = f ′(x)et f ′(x) =

1

2

(

1− 3

x2

)

⇒ f ′(x) 6
1

2

, i.e. |f ′(x)| 6 1

2Soit n ∈ N, on peut don appliquer l'IAF, en prenant a =
√
3 et

b = un qui sont bien des éléments de I, don :

∣

∣

∣
f(un)− f

(√
3
)
∣

∣

∣
6

1

2

∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣

i.e.

∣

∣

∣
un+1 −

√
3
∣

∣

∣
6

1

2

∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣

ar f(un) = un+1 et f (√
3
)

=
√
312



8. En déduire que la suite u onverge vers √3De nouveau omme à l'exerie 1", on va montrer dans un pre-mier temps : P (n) : � ∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)n
∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣

� que l'ondé�nit pour n ∈ NInitialisation : P (0) est vraie ⇔ ∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)0
∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣
⇔

∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣
6

∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣e qui est vrai, don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraied'après 7., ∣∣
∣
un+1 −

√
3
∣

∣

∣
6

1

2

∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣or par hypothèse ∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)n
∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣don 1

2

∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)n+1 ∣
∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣et don ∣∣
∣
un+1 −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)n+1 ∣
∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣

i.e. P (n+1) est vraie,d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.On peut alors onlure, ar (

1

2

)n

→ 0 (suite géométrique deraison |q| < 1)don par théorème des gendarmes, ∣∣
∣
un −

√
3
∣

∣

∣
→ 0 e qui équivautà un →

√
3Option B (qui évite la réurrene) :pour n ∈ N, on pose vn =

∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣alors d'après 7., vn+1 6
1

2
vnor vn > 0 don 1

2
vn 6 vn et don vn+1 6 vndon (vn)n∈N est déroissante et minorée (ar positive) dond'après le théorème de la limite monotone, elle onverge vers un

réel ℓ′ et ℓ′ > 0 ar ∀n ∈ N, vn > 0de fait 1

2
vn → ℓ′

2et don par passage à la limite dans l'inégalité vn+1 6
1

2
vn,on obtient ℓ′ 6 ℓ′

2

et don ℓ′

2
6 0, i.e. ℓ′ 6 0or ℓ′ > 0 don ℓ′ = 0 puis on onlut de même9. Déterminer un entier N tel que |un −

√
3| 6 10−7Pour ela, on a besoin du résultat démontré au 8. ave la réur-rene :

∀n ∈ N,
∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)n
∣

∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣omme u0 = 2 et 1 6
√
3 6 2, alors ∣∣

∣
u0 −

√
3
∣

∣

∣
6 1don en fait ∀n ∈ N,

∣

∣

∣
un −

√
3
∣

∣

∣
6

(

1

2

)ndon dès lors que (

1

2

)n

6 10−7, on aura le résultat esomptéor (1

2

)n

6 10−7 ⇔ n ln

(

1

2

)

6 −7 ln(10) (ar les fontions ln et

exp sont roissantes)
⇔ −n ln(2) 6 −7 ln(10) ⇔ n ln(2) > 7 ln(10) ⇔ n >

7 ln(10)

ln(2)on trouve don que le premier entier qui satisfait ette ondi-tion est n = 24 (on pourrait trouver ette valeur en sahant que

210 > 103)ela signi�e que le alul de u24 (ave Python par exemple) nousdonne une valeur approhée de √
3 dont la préision est d'aumoins 10−7
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Exerie 15Soit f l'appliation

f :
R → R

x 7→ ex

ex + 1On dé�nit une suite (un)n∈N par :

{

u0 ∈ R

∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Dresser le tableau de variations omplet de f (on fera apparaitreles limites).

f est dérivable sur Df (quotient de fontions dérivables) et

∀x ∈ R, f ′(x) =
ex(ex + 1)− ex × ex

(ex + 1)2
=

ex

(ex + 1)2don f est stritement roissante sur R, il faut alors aluler leslimites pour ompléter le tableau :d'une part lim
x→−∞

ex = 0 don par opérations lim
x→−∞

=
0

0 + 1
= 0et en +∞, on fatorise pour lever l'indétermination :

f(x) =
ex

ex(1 + e−x)
=

1

1 + e−x

et don par opérations lim
x→−∞

= 1on peut don dresser le tableau de variations de f

x

f

−∞ +∞

00

112. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, un ∈ [0, 1]

∀n ∈ N, un+1 = f(un) don un+1 ∈ [0, 1]ar d'après la question préédente, f〈R〉 ⊂ [0, 1]et ∀n ∈ N, un+1 ∈ [0, 1] ⇔ ∀n ∈ N
∗, un ∈ [0, 1]3. Montrer que f admet un unique point �xe α et que α ∈]0, 1[(indiation : étudier la fontion g dé�nie par g(x) = f(x)− x).Comme suggéré, on pose, pour x ∈ R, g(x) = f(x)− xdon g est dérivable et ∀x ∈ R, g′(x) = f ′(x)− 1

or f ′(x) =
ex

(ex + 1)2
< 1 ar ex < (ex + 1)2 = e2x + 2ex + 1don g′(x) < 0 et don g est stritement déroissante sur Rde plus lim

x→−∞
g(x) = +∞ ar lim

x→−∞
f(x) = 0 et lim

x→+∞
g(x) = −∞ar lim

x→+∞
f(x) = 1de plus g est ontinue, don elle réalise une bijetion de R dans

Rde fait l'équation g(x) = 0 admet une unique solutionpar ailleurs g(0) = f(0) =
1

2
> 0 et g(1) = f(1) − 1 < 0 (ar

∀x ∈ R, f(x) < 1)don d'après le théorème des valeurs intermédiaires (g étant tou-jours ontinue), g(x) = 0 admet une solution sur [0, 1] et mêmesur ]0, 1[ ar g(0) 6= 0 et g(1) 6= 1or α est l'unique solution de ette équation sur R, don α ∈]0, 1[4. Montrer que : ∀x ∈ [0, 1], |f ′(x)| 6 e

4soit x ∈ [0, 1], alors 1 6 ex 6 e (ar la fontion exponentielle estroissante sur R)et don ex + 1 > 2 et don (ex + 1)2 > 4 ar la fontion arré estroissante sur R+don 1

(ex + 1)2
6

1

4

et don en multipliant par l'inégalité ex 6 e,on obtient ex

(ex + 1)2
6

e

4i.e. f ′(x) 6
e

4

et don |f ′(x)| 6 e

4

ar f ′(x) > 05. Montrer que :
∀n ∈ N

∗, |un+1 − α| 6 e

4
|un − α|D'après la question préédente, et ave n ∈ N

∗, on peut donappliquer l'IAF sur [0, 1], en prenant a = α et b = un qui sontbien des éléments de [0, 1], don :

|f(un)− f (α)| 6 e

4
|un − α| i.e.14



|un+1 − α| 6 e

4
|un − α| ar f(un) = un+1 et f (α) = α6. Montrer par réurrene que :

∀n ∈ N
∗, |un − α| 6

(e

4

)n−1Pour n ∈ N
∗, on dé�nit P (n) : |un − α| 6

(e

4

)n−1Initialisation : P (1) est vraie ⇔ |u1 − α| 6
(e

4

)1−1

= 1e qui est vrai ar u1 ∈ [0, 1] et α ∈ [0, 1],don P (1) est vraieHérédité : soit n ∈ N
∗, on suppose que P (n) est vraied'après 5., |un+1 − α| 6 e

4
|un − α|or par hypothèse |un − α| 6
(e

4

)n−1don e

4
|un − α| 6

(e

4

)net don |un+1 − α| 6
(e

4

)n i.e. P (n+1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N
∗, P (n) est vraie.On peut alors onlure sur la onvergene de (un)n∈N (oubli del'énoné ?), ar (e

4

)n

→ 0 (suite géométrique de raison |q| < 1)don par théorème des gendarmes, |un − α| → 0 e qui équivautà un → α7. En déduire un entier N tel que |uN − α| 6 10−3

D'après 6., ∀n ∈ N
∗, |un − α| 6

(e

4

)n−1don dès lors que (e

4

)n−1

6 10−3, on aura le résultat esomptéor (e
4

)

)n−1
6 10−3 ⇔ (n − 1) ln

(e

4

)

6 −3 ln(10) (ar les fon-tions ln et exp sont roissantes)
⇔ (n−1)(1−ln(4)) 6 −3 ln(10) ⇔ (n−1)(ln(4)−1) > 3 ln(10) ⇔
n > 1 +

3 ln(10)

ln(4)− 1on trouve don que le premier entier qui satisfait ette onditionest n = 19 (di�ile sans outil de alul)ela signi�e que le alul de u19 (ave Python par exemple) nousdonne une valeur approhée de α dont la préision est d'au moins

10−38. Erire un sript Python qui permet d'obtenir un tel entier NJustement ! Tant que le seuil de 10−3 n'est pas atteint, on va al-uler de manière itérative les puissanes de e

4

, en alulant aupassage les valeurs de un Il faut quand même une valeur de u0(l'énoné ne le préise pas), on hoisit ii u0 = 2

import numpy as np

u=2

n=0

while (np. exp (1) /4) **(n -1) >10**( -3) :

n=n+1

u=np. exp (u)/( np.exp (u)+1)

print (u,’est une valeur approchee de alpha a 0 ,001 près ’)
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