
ECG 1a - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques DS n°6 - 7 mai 2024Visez la qualité : 0 + 0 + 0 + 0 < 0, 5 Sans alulatrieBon devoir !Exerie 1 - quelques systèmes pour s'éhau�er1. Résoudre les systèmesa. Résoudre le système (S1) :



















3x + y + z = 1

x − y + 2z = −1

4x + y + 3z = 1b. Résoudre le système (S2) :



















−2x + y + z = 0

x − 2y + z = 2

x + y − 2z = 02. La matrie M =











1 0 1

1 1 1

0 1 1











est-elle inversible ? Si oui, déterminer sa matrie inverse.
Exerie 2 - partie de pêheSur un grand la, le onours réompense les pêheurs ayant attrapé le plus de poissons en trois heures.Le la étant tellement grand qu'on suppose que les hanes d'attraper un poisson quel qu'il soit sontidentiques et sont indépendantes du nombre de poissons déjà pêhés par les onurrents. Notre pêheurest sur le la et se onentre pour faire le plus de prises.1. Dans ette question, on déoupe les trois heures en périodes de 20 minutes. Pendant haque périodequ'on supposera indépendante, le pêheur attrape au plus un poisson et la probabilité d'attraper unpoisson est de 1

4a. Reonnaître la loi de la variable aléatoire U donnant le nombre de poissons attrapés par le pêheurpendant une période.b. Reonnaître la loi de la variable aléatoire V donnant le nombre de poissons attrapés par le pêheurpendant le onours.. Quelle est la probabilité que le pêheur termine le onours bredouille, 'est-à-dire qu'il n'aitattrapé auun poisson ?2. Dans ette question, on suppose à présent que le nombre de poissons attrapés par le pêheur sur toutela durée de l'épreuve est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de paramètre λ > 0a. Rappeler X(Ω), P ([X = k]) pour tout k ∈ X(Ω), ainsi que l'espérane et la variane de X enfontion de λb. Quelle valeur faut-il donner à λ pour que le nombre moyen de poissons attrapés par le pêheursur les trois heures soit identiques dans les questions 1. et 2. ?. Ave la valeur de λ trouvée préédemment, quelle est la probabilité que le pêheur termine leonours bredouille ? 1



Problème 1Partie IOn onsidère la fontion f dé�nie par : f(x) = ln(x2 + x+ 1) et on note Cf sa ourbe représentative.1. Déterminer le domaine de dé�nition de f que l'on notera Df ainsi que son domaine de dérivabilité.2. Caluler f (−1

2

)

, lim
x→+∞

f(x) et lim
x→−∞

f(x)3. Dresser le tableau de variations omplet de f4. Montrer, en la résolvant, que l'équation f(x) = 0 d'inonnue x admet exatement deux solutions.5. Déterminer une équation de haune des tangentes à Cf aux points d'absisses 0 et −16. a. Caluler f ′′, la dérivée seonde de f et véri�er que pour tout x ∈ Df on a : f ′′(x) =
−2x2 − 2x+ 1

(x2 + x+ 1)2b. Étudier la onvexité de f sur R et véri�er que Cf admet exatement deux points d'in�exions.7. a. Justi�er, sans la résoudre, que l'équation f(x) = 1 admet exatement une solution α dans [0,+∞[b. On donne ln(3) ≃ 1, 1. Véri�er que α ∈ [0, 1]. Véri�er que f(−1− α) = 1d. Ave Python, dé�nir la fontion f , puis reopier et ompléter l'algorithme suivant a�n qu'ilpermette de aluler une valeur approhée de α à 10−3 près par dihotomie.
a=

b=

while ............... :

c=

if ........... :

else :

print (...)8. On donne les valeurs suivantes : α ≃ 0, 9 ; f (− 1

2

)

≃ −0, 3 et √3 ≃ 1, 7A l'aide des éléments obtenus préédemment, représenter graphiquement la ourbe CfPartie IIDans la suite de l'exerie, on étudie la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Etudier les variations de g sur [1,+∞[ où g est la fontion dé�nie par g(x) = f(x)− x2. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur [1,+∞[ que l'on notera β3. En déduire le signe de g sur [1,+∞[4. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ [β,+∞[5. Déterminer les variations de la suite (un)n∈N6. En déduire que la suite (un)n∈N est onvergente et déterminer sa limite.7. Montrer que 3

2
6 β (on donne 2e 6 5, 5)8. On pose I =

[

3

2
,+∞

[

, montrer qu'il existe k ∈]0, 1[ tel que ∀x ∈ I, |f ′(x)| 6 k9. Montrer que ∀n ∈ N, |un+1 − β| 6 k|un − β|10. Montrer que ∀n ∈ N, |un − β| 6 kn|u0 − β|11. Retrouver la limite de (un)n∈N12. Erire un programme Python qui permette d'obtenir une valeur approhée de β à 10−5 près.2



Problème 2Partie 1 : puissanes d'une matrie1. On pose P =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











, Q =











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











, M =
1

3











0 2 2

1 0 0

1 0 0











et I =











1 0 0

0 1 0

0 0 1









a. Caluler PQ puis en déduire P−1b. Déterminer la matrie D où D = P−1MP. Montrer que M = PDP−1d. Montrer par réurrene que, pour tout entier naturel j, on a M j = PDjP−1e. Érire, pour tout entier naturel j non nul, la première olonne de la matrie M jVéri�er que e résultat reste valable si j = 0Partie 2 : étude d'une suite de variables aléatoiresUne urne ontient trois boules numérotées de 1 à 3. Un tirage onsiste à extraire au hasard une boule del'urne puis à la remettre dans l'urne pour le tirage suivant.On dé�nit une suite de variables aléatoires (Xk)k∈N∗ de la manière suivante :
• Pour tout entier naturel k non nul, Xk est dé�nie après le kème tirage.
• On proède au 1er tirage et X1 prend la valeur du numéro de la boule obtenue à e tirage.
• Après le kème tirage (k ∈ N

∗) :Soit Xk a pris la valeur 1, dans e as on proède au (k+1)ème tirage et Xk+1 prend la valeur du numéroobtenu à e (k + 1)ème tirage.Soit Xk a pris la valeur j, di�érente de 1, dans e as on proède également au (k+1)ème tirage et Xk+1prend la valeur j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.1. Reonnaître la loi de X12. Simulation informatique de l'expériene aléatoire dérite dans ette partie.Compléter le programme suivant pour qu'il simule l'expériene aléatoire dérite dans ette partie, enréant une fontion qui prend en entrée un entier k et qui renvoie la valeur de la variable Xk

import numpy . random as rd

def SimulX (k):

X=rd. randint (1 ,4)

for i in range (2, k+1) :

tirage =rd. randint (1 ,4)

if X==1 :

X= ...

else :

if tirage != X :

X=...

return X3. On note Uk la matrie à 3 lignes et une olonne dont l'élément de la ième ligne est P (Xk = i)a. Déterminer les probabilités P(Xk=j)(Xk+1 = i), pour tout ouple (i, j) de {1, 2, 3} × {1, 2, 3}b. On admet que {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système omplet d'événements.Montrer, grâe à la formule des probabilités totales, que P (Xk+1 = 1) =
1

3
P (Xk = 1)+

2

3
P (Xk =

2) +
2

3
P (Xk = 3)Trouver des relations analogues pour P (Xk+1 = 2) et P (Xk+1 = 3). Déterminer la matrie A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, on a Uk+1 = AUk3



d. Montrer qu'en posant U0 =











1

0

0











, alors, pour tout k de N, on a : Uk = AkU04. a. Véri�er que A = M +
1

3
I, puis établir que, pour tout k de N, on a : Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jb. En déduire les 3 éléments de la première olonne de la matrie Ak, puis véri�er que la loi de Xkest donnée par :
∀k ∈ N

∗, P (Xk = 1) =
1

2

(

1 +

(

−1

3

)k
) et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

4

(

1−
(

−1

3

)k
). Déterminer les limites quand k tend vers +∞ de P (Xk = 1), P (Xk = 2), P (Xk = 3) et interpréterle résultat.5. a. Caluler l'espérane E(Xk) de Xk pour k ∈ N

∗b. Ave Python, érire une fontion, notée esp, qui renvoie E(Xk) à l'appel de esp(k)
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