
ECG 1a - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques DS n°6 - 7 mai 2024Corrigé Total sur 61 pointsExerie 1 - quelques systèmes pour s'éhau�er 5 points1. Résoudre les systèmesa. Résoudre le système (S1) :



















3x + y + z = 1

x − y + 2z = −1
4x + y + 3z = 1

1,75 pointsOn utilise la méthode du pivot de Gauss ave les � inonnues invisibles � :
(S1)⇔











3 1 1 1

1 −1 2 −1
4 1 3 1











⇔











1 −1 2 −1
3 1 1 1

4 1 3 1











L1 ↔ L2 ⇔











1 −1 2 −1
0 4 −5 4

0 5 −5 5











L2 ← L2 − 3L1

L3 ← L3 − 4L1

(S1)⇔











1 −1 2 −1
0 1 −1 1

0 4 −5 4











L2 ← −
1

5
L3

L3 ↔ L2

⇔











1 −1 2 −1
0 1 −1 1

0 0 −1 0











L3 ← L3 − 4L2Comme nous sommes arrivés au stade d'un système éhelonné, nous �nissons la résolution ave les inonnues� visibles � et par substitution (on peut aussi préiser à e stade que le système est de Cramer, i.e. il n'admetqu'une unique solution, ar il est triangulaire et tous ses pivots sont non nuls) :
(S1)⇔



















x− y + 2z = −1
y − z = 1

−z = 0

⇔



















x = −1 + y − 2z

y = 1 + z

z = 0

⇔



















x = 0

y = 1

z = 0don le système admet (0, 1, 0) omme unique solution (il est faile de véri�er que 'est bien une solution).b. Résoudre le système (S2) :



















−2x + y + z = 0

x − 2y + z = 2

x + y − 2z = 0

1,25 pointsOn utilise la méthode des � inonnues invisibles � :
(S2)⇔











−2 1 1 0

1 −2 1 2

1 1 −2 0











⇔











1 −2 1 2

−2 1 1 0

1 1 −2 0











L1 ↔ L2 ⇔











1 −2 1 2

0 −3 3 4

0 3 −3 −2











L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 − L1don en repassant à l'ériture ave les inonnues visibles, on voitlairement que le système est inompatible ar les lignes 2 et 3 seontredisent (L2 + L3 entraine 4 = −2) :Nota bene : en faisant dès le début la somme des trois lignes, ontombe d'emblée sur 0 = 2 (qui donne la ontradition). (S2)⇔



















x − 2y + z = 2

−3y + 3z = 4

3y − 3z = −22. La matrie M =











1 0 1

1 1 1

0 1 1











est-elle inversible ? Si oui, déterminer sa matrie inverse. 2 pointsOn utilise la méthode des � inonnues invisibles � :










1 0 1 1 0 0

1 1 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1











⇔











1 0 1 1 0 0

0 1 0 −1 1 0

0 1 1 0 0 1











← L2 − L1 ⇔











1 0 1 1 0 0

0 1 0 −1 1 0

0 0 1 1 −1 1











← L3 − L2A e stade, on peut déjà dire que M est inversible ar elle a été réduite en une matrie triangulaire supérieure dont lesoe�ients diagonaux sont non nuls. 1



en�n ⇔ 









1 0 0 0 1 −1
0 1 0 −1 1 0

0 0 1 1 −1 1











← L1 − L3 dont on déduit que M−1 =











0 1 −1
−1 1 0

1 −1 1









Exerie 2 - partie de pêhe 5 pointsSur un grand la, le onours réompense les pêheurs ayant attrapé le plus de poissons en trois heures. Le la étant tellementgrand qu'on suppose que les hanes d'attraper un poisson quel qu'il soit sont identiques et sont indépendantes du nombrede poissons déjà pêhés par les onurrents. Notre pêheur est sur le la et se onentre pour faire le plus de prises.1. Dans ette question, on déoupe les trois heures en périodes de 20 minutes. Pendant haque période qu'on supposeraindépendante, le pêheur attrape au plus un poisson et la probabilité d'attraper un poisson est de 1

4a. Reonnaître la loi de la variable aléatoire U donnant le nombre de poissons attrapés par le pêheur pendant unepériode. 0,5 point
U suit une loi de Bernoulli de paramètre 1

4
ar U(Ω) = {0; 1}et P (U = 1) =

1

4b. Reonnaître la loi de la variable aléatoire V donnant le nombre de poissons attrapés par le pêheur pendant leonours. 1 point
V →֒ B

(

9,
1

4

) ar V dénombre le nombre de suès � obtenir un poisson �, de probabilité p =
1

4
, dans larépétition de 9 épreuves identiques et indépendantes.. Quelle est la probabilité que le pêheur termine le onours bredouille, 'est-à-dire qu'il n'ait attrapé auunpoisson ? 1 point

P (V = 0) =

(

9

0

)(

1

4

)0(
3

4

)9−0

=

(

3

4

)9 don la probabilité que le pêheur termine le onours bredouille, estde (3

4

)92. Dans ette question, on suppose à présent que le nombre de poissons attrapés par le pêheur sur toute la durée del'épreuve est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de paramètre λ > 0a. Rappeler X(Ω), P ([X = k]) pour tout k ∈ X(Ω), ainsi que l'espérane et la variane de X en fontion de λ1 point
X(Ω) = N, et ∀k ∈ N, P ([X = k]) = e−λλ

k

k!
et E(X) = λ = V (X)b. Quelle valeur faut-il donner à λ pour que le nombre moyen de poissons attrapés par le pêheur sur les trois heuressoit identiques dans les questions 1. et 2. ? 1 point

E(X) = E(V )⇔ λ =
9

4. Ave la valeur de λ trouvée préédemment, quelle est la probabilité que le pêheur termine le onours bredouille ?0,5 pointLa probabilité que le pêheur termine le onours bredouille est de P ([X = 0]) = e−λλ
0

0!
= e−

9

4

2



Problème 1 28 pointsPartie IOn onsidère la fontion f dé�nie par : f(x) = ln(x2 + x+ 1) et on note Cf sa ourbe représentative.1. Déterminer le domaine de dé�nition de f que l'on notera Df ainsi que son domaine de dérivabilité. 1 point
f est dé�nie dès lors que x2 + x + 1 > 0, or e trin�me n'a pas de raine ar ∆ = 12 − 4 × 1 × 1 = −3 don il est dusigne de a qui vaut 1 ii, don ∀x ∈ R, x2 + x+ 1 > 0 et de fait Df = R

f est également dérivable sur Df en tant que omposée de fontions dérivables sur et intervalle.2. Caluler f (−1

2

)

, lim
x→+∞

f(x) et lim
x→−∞

f(x) 2 points
f

(

−1

2

)

= ln

(

(

−1

2

)2

− 1

2
+ 1

)

= ln

(

1

4
+

1

2

)

= ln

(

3

4

)

= ln(3)− ln(4) = ln(3)− ln(22) = ln(3)− 2 ln(2)par addition de limite lim
x→+∞

x2 + x+ 1 = +∞et de même par produit de limites lim
x→−∞

x2 + x+ 1 = +∞ ar x2 + x+ 1 = x(x + 1) + 1or lim
X→+∞

ln(X) = +∞ d'où par omposition lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = +∞3. Dresser le tableau de variations omplet de f 1,5 pointsComme f s'érit f(x) = ln(u(x)) alors f ′(x) =
u′(x)

u(x)ave u(x) = x2 + x+ 1 et don u′(x) = 2x+ 1don ∀x ∈ R, f ′(x) =
2x+ 1

x2 + x+ 1
et omme le déno-minateur est toujours stritement positif, f ′(x) est dusigne de 2x+ 1or 2x + 1 > 0 ⇔ 2x > 1 ⇔ x > −1

2
, d'où, ave leséléments du 2., le tableau de variations

x

2x+ 1

f ′(x)

f

−∞ −1

2
+∞- 0 +- 0 +

+∞+∞

ln(3)− 2 ln(2)ln(3)− 2 ln(2)

+∞+∞4. Montrer, en la résolvant, que l'équation f(x) = 0 d'inonnue x admet exatement deux solutions. 1 pointSoit x ∈ R, alors f(x) = 0⇔ ln(x2 + x+ 1) = 0⇔ x2 + x+ 1 = 1 (par propriété de la fontion ln)don f(x) = 0⇔ x2 + x = 0⇔ x(x + 1) = 0⇔ x = 0 ou x = −15. Déterminer une équation de haune tangentes à Cf aux points d'absisses 0 et −1 1 pointPar dé�nition, la tangente au point d'absisse 0 a pour équation y = f ′(0)(x− 0) + f(0) i.e. y = xar f ′(0) =
2× 0 + 1

02 + 0 + 1
= 1 et f(0) = ln(02 + 0 + 1) = ln(1) = 0et la tangente au point d'absisse 1 a pour équation y = f ′(1)(x− 1) + f(1) i.e. y = x− 1 + ln(3)ar f ′(1) =

2× 1 + 1

12 + 1 + 1
= 1 et f(1) = ln(12 + 1 + 1) = ln(3)6. a. Caluler f ′′, la dérivée seonde de f et véri�er que pour tout x ∈ Df on a : f ′′(x) =

−2x2 − 2x+ 1

(x2 + x+ 1)2
1 pointEn notant f ′ =

v

w
alors f ′′ =

v′w − vw′

w2or v(x) = 2x+ 1⇒ v′(x) = 2 et w(x) = u(x) = x2 + x+ 1 don w′(x) = u′(x) = 2x+ 1don ∀x ∈ R, f ′′(x) =
2(x2 + x+ 1)− (2x+ 1)(2x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
=

2x2 + 2x+ 2− (4x2 + 4x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
=
−2x2 − 2x+ 1

(x2 + x+ 1)2b. Étudier la onvexité de f sur R et véri�er que Cf admet exatement deux points d'in�exions. 2 pointsPour étudier la onvexité de f , il faut déterminer le signe de f ′′, or d'après la question préédente, f ′′(x) est dusigne de −2x2 − 2x+ 1or le disriminant de e trin�me vaut ∆ = (−2)2 − 4 × (−2) × 1 = 4 + 8 = 12 don −2x2 − 2x + 1 admet deuxraines : x1 =
2−
√
12

2× (2)
=
−2 + 2

√
3

4
=
−1 +

√
3

2
ar √12 =

√
4× 3 =

√
4
√
3 = 2

√
3 et de même x2 =

−1−
√
3

2omme a < 0,−2x2− 2x+1 est négatif à l'extérieur des raines et on peut don établir le tableau de signes de f ′′3



x

−2x2−2x+1

f ′′(x)

−∞ x2 x1 +∞- 0 + 0 -- 0 + 0 -don par propriété f est onvexe sur ]−∞,
−1−

√
3

2

] et sur [−1 +√3
2

,+∞
[, et onave sur [−1−√3

2
,
−1 +

√
3

2

]de plus f admet deux points d'in�exion, aux absisses −1−√3
2

et −1 +√3
2

ar f ′′ s'annule en hangeant designe en es points.7. a. Justi�er, sans la résoudre, que l'équation f(x) = 1 admet exatement une solution α dans [0,+∞[ 1 pointD'après la question 3. f est stritement roissante sur [0,+∞[, de plus f est ontinue (ar dérivable) don, d'aprèsle théorème de la bijetion f réalise une bijetion de [0,+∞[ sur [f(0), lim
x→+∞

f(x)[= [0,+∞[or 1 ∈ [0,+∞[ don 1 admet un unique antéédent par f , i.e. l'équation f(x) = 1 admet exatement une solutionsur [0,+∞[b. On donne ln(3) ≃ 1, 1. Véri�er que α ∈ [0, 1] 1 pointComme vu plus haut, f(0) = 0 et f(1) = ln(3) don f(0) < 1 et d'après l'énoné f(1) > 1 don d'après le théorèmedes valeurs intermédiaires (f étant toujours ontinue), l'équation f(x) = 1 admet une solution sur [0, 1] or α estl'unique solution de ette équation sur R+ don α ∈ [0, 1]. Véri�er que f(−1− α) = 1 1 pointPar dé�nition de f, f(−1− α) = ln((−α− 1)2 − α− 1 + 1) = ln(α2 + 2α+ 1− α) = ln(α2 + α+ 1) = f(α)or f(α) = 1 par dé�nition de α don f(−1− α) = 1d. Ave Python, dé�nir la fontion f , puis reopier et ompléter l'al-gorithme suivant a�n qu'il permette de aluler une valeur appro-hée de α à 10−3 près par dihotomie. 1,5pointsalgorithme habituel, dans le as d'une fontion roissante ii.
a=0

b=1

while b-a >10**( -3) :

c=(a+b)/2

if f(c) >0:

b=c

else :

a=c

print (c)8. On donne les valeurs suivantes : α ≃ 0, 9 ; f (− 1

2

)

≃ −0, 3 et √3 ≃ 1, 7A l'aide des éléments obtenus préédemment, représenter graphiquement la ourbe Cf 2 pointsOn utilise les points : f(−1−α) = 1; f(−1) = 0; f

(

− 1

2

)

≃
−0, 3; f(0) = 0; f(α) = 1 et f(1) = ln(3) ainsi que les tan-gentes, les variations et les deux points d'in�exion dont ononnait les absisses (environ −1, 35 et 0, 35) mais pas lesordonnées.de plus quand x → ∞ (+ ou −), 'est le terme x2 qui vaprédominer dans le logarithme et don f(x) sera prohe de
ln(x2) = 2 ln(x), la ourbe aura don l'allure d'un loga-rithme (le double environ) aux extrémités. 12-1 1 2 3-1-2-3-4 0 x

y

Cf

b

b
b

b

b b

4



Partie IIDans la suite de l'exerie, on étudie la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Etudier les variations de g sur [1,+∞[ où g est la fontion dé�nie par g(x) = f(x)− x 1 pointSoit x ∈ [1,+∞[ alors g′(x) = f ′(x)− 1 =
2x+ 1− (x2 + x+ 1)

x2 + x+ 1
=

x− x2

x2 + x+ 1
=

x(1− x)

x2 + x+ 1or x > 1 don 1− x 6 0 (et même < 0 si x > 1) et x 6 0 en�n x2 + x+ 1 (f. plus haut) don g′(x) 6 0 (et même < 0si x > 1) don g est stritement déroissante sur [1,+∞[2. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur [1,+∞[ que l'on notera β 2 pointsNous allons utiliser le théorème de la bijetion mais au préalable, nous alulons lim
x→+∞

g(x)

g(x) = f(x)− x = ln(x2 + x+ 1)− x = ln(x2 + x+ 1)− ln(ex) = ln

(

x2 + x+ 1

ex

)

= ln

(

x2

ex
+

x

ex
+

1

ex

)et par roissanes omparées lim
x→+∞

x2

ex
= 0 et lim

x→+∞

x

ex
= 0 et d'après les limites usuelles lim

x→+∞

1

ex
= 0 don

lim
x→+∞

x2

ex
+

x

ex
+

1

ex
= 0 or lim

X→0
ln(X) = −∞ don par omposition lim

x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

ln

(

x2

ex
+

x

ex
+

1

ex

)

= −∞puis, g est stritement déroissante sur [1,+∞[ et ontinue (ar f l'est et g(x) = f(x) − x) don, d'après le théorèmede la bijetion, g réalise une bijetion de [1,+∞[ sur ] lim
x→+∞

g(x), g(1)] =]−∞,
√
3− 1]or √3 − 1 > 0 d'après l'énoné, don 0 ∈] −∞,

√
3 − 1] et de fait 0 admet un unique antéédent par g i.e. l'équation

g(x) = 0 admet une unique solution sur [1,+∞[3. En déduire le signe de g sur [1,+∞[ 0,5 point
g est stritement déroissante sur [1,+∞[ et g(β) = 0 don g(x) est positif sur [1, β] et négatif sur [β,+∞[4. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ [β,+∞[ 2 pointsPar réurrene évidemment, pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un > β �Nota bene : ii l'initialisation demande du travail ar β n'a pas été loalisé préisément et don on ne peut le situer apriori par rapport à 5Initialisation : u0 = 5 et f(5) = ln(52 + 5 + 1) = ln(31) or la fontion ln est roissantedon f(5) 6 ln(32) et ln(32) = ln(25) 6 ln(e5) = 5 ln(e) = 5 ar 2 < e et à nouveau par roissane de lndon f(5) 6 5 i.e. f(5)−5 6 0 et don, omme 5 ∈ [1,+∞[, d'après la question 9.a), 5 > β, sinon on aurait f(5)−5 > 0(e qui faux), d'où �nalement P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiealors par hypothèse un > β et don f(un) > f(β) ar f est roissante sur [−1

2
,+∞

[or f(β) = β par dé�nition de β (g(β) = f(β)− β = 0) et f(un) = un+1 don un+1 > βi.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un > β5. Déterminer les variations de la suite (un)n∈N 1 pointD'après 9.. ∀x > β, g(x) 6 0 et d'après 9.d. ∀n ∈ N, un > βdon ∀n ∈ N, g(un) 6 0 i.e. f(un)− un 6 0 et don un+1 − un 6 0 ar un+1 = f(un), don (un)n∈N est déroissante.6. En déduire que la suite (un)n∈N est onvergente et déterminer sa limite. 1,5 points
(un)n∈N est déroissante et minorée (par β par exemple), don d'après le théorème de la limite monotone, (un)n∈Nonverge vers un réel ℓ de plus par propriété un+1 → ℓ et f(un)→ f(ℓ) ar f est ontinue sur Ior f(un) = un+1 don par uniité de la limite f(ℓ) = ℓ⇔ f(ℓ)− ℓ = 0⇔ g(ℓ) = 0⇔ ℓ = β d'après 9.b.7. Montrer que 3

2
6 β (on donne 2e 6 5, 5) 1,5 points

f

(

3

2

)

= ln

(

(

3

2

)2

+
3

2
+ 1

)

= ln

(

19

4

) don f

(

3

2

)

>
3

2
⇔ 19

4
> e

3

2 ⇔
(

19

4

)2

> e3e qui est vrai ar 2e 6 5, 5⇒ e3 6

(

11

4

)3

=
1331

64
et (19

4

)2

=
361

16
=

1444

64�nalement f (3

2

)

>
3

2
et don 3

2
6 β sinon d'après la question 9.. on aurait f (3

2

)

<
3

25



8. On pose I =

[

3

2
,+∞

[

, montrer qu'il existe k ∈]0, 1[ tel que ∀x ∈ I, |f ′(x)| 6 k 1 pointD'après 6.b., ∀x >
−1 +

√
3

2
, f ′′(x) 6 0 don (omme 3

2
>
−1 +

√
3

2
)∀x >

3

2
, f ′′(x) 6 0don f ′ est déroissante sur I, de plus f ′(x) =

2x+ 1

x2 + x+ 1
don f ′(x) > 0 sur I et de fait |f ′(x)| = f ′(x)don ∀ ∈ I, |f ′(x)| 6 f ′

(

3

2

) i.e. |f ′(x)| 6 16

19
d'où le résultat ave k =

16

19
ar f ′

(

3

2

)

=
2× 3

2 + 1
(

3
2

)2
+ 3

2 + 1
=

4
19
4

=
16

199. Montrer que ∀n ∈ N, |un+1 − β| 6 k|un − β| 1 pointEtant donné que |f ′| est majorée sur I d'après la question préédente, on peut appliquer l'inégalité des aroissements�nis. Pour n ∈ N, on le fait ave a = β et b = un, qui sont bien des éléments de l'intervalle I d'après 9.g. et 9.d.respetivement, et on en déduit que :
|f(un)− f(β) 6 k|un − β| i.e. |un+1 − β| 6 k|un − β| ar un+1 = f(un) et f(β) = β par dé�nitions des deux.10. Montrer que ∀n ∈ N, |un − β| 6 kn|u0 − β| 1,5 pointsPour n ∈ N, on dé�nit P (n) : |un − β| 6 kn|u0 − β| �Initialisation : P (0) est vraie ⇔ |u0 − β| 6 k0|u0 − β| ⇔ |u0 − β| 6 |u0 − β|e qui est vrai don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraied'après 5., |un+1 − β| 6 k|un − β| et par hypothèse |un − β| 6 kn|u0 − β|don k|un − β| 6 kn+1|u0 − β| et don |un+1 − β| 6 kn+1|u0 − β| i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.11. Retrouver la limite de (un)n∈N 1 pointOn peut alors onlure sur la onvergene de (un)n∈N, ar kn → 0 (suite géométrique de raison k < 1 par dé�nition de
k) don par produit kn|u0 − β| → 0 et par théorème des gendarmes, |un − β| → 0 e qui équivaut à un → β12. Erire un programme Python qui permette d'obtenir une valeur approhée de β à 10−5 près. 1,5 pointsOn sait que |u0 − β| = u0 − β d'après 9.d. et don |u0 − β| 6 4 ar β >

3

2
d'après 9.g.0n va aluler de manière itérative les puissanes de k =

16

19
multipliées par 4, en alulant au passage les valeurs de

un, tant que le seuil de 10−5 n'est pas atteint.
import numpy as np

u=5

n=0

k=16/19

while 4*k**n >10**( -5) :

n=n+1

u=f(u)

print (u,’est une valeur approchee de alpha a 0 ,00001 près ’)
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Problème 2 23 pointsPartie 1 : puissanes d'une matrie1. On pose P =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











, Q =











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











, M =
1

3











0 2 2

1 0 0

1 0 0











et I =











1 0 0

0 1 0

0 0 1









a. Caluler PQ puis en déduire P−1 1 point
PQ =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1





















1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











=











2 + 2 2− 2 2− 2

1− 1 1 + 1 + 2 1 + 1− 2

1− 1 1 + 1− 2 1 + 1 + 2











=











4 0 0

0 4 0

0 0 4











= 4Idon P
1

4
Q = I don P est inversible et P−1 =

1

4
Qb. Déterminer la matrie D où D = P−1MP 1,5 pointsD'après la question préédente :

P−1M =
1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











1

3











0 2 2

1 0 0

1 0 0











=
1

12











1 + 1 2 2

1 + 1 −2 −2
2− 2 0 0











=
1

12











2 2 2

2 −2 −2
0 0 0











=
1

6











1 1 1

1 −1 −1
0 0 0









don par dé�nition :
D =

1

6











1 1 1

1 −1 −1
0 0 0





















2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











=
1

6











2 + 1 + 1 −2 + 1 + 1 1− 1

2− 1− 1 −2− 1− 1 −1 + 1

0 0 0











=
1

6











4 0 0

0 −4 0

0 0 0











=











2

3
0 0

0 −2

3
0

0 0 0









. Montrer que M = PDP−1 1 pointOn déduit de la question préédente que PD = PP−1MP = IMP = MPet don PDP−1 = MPP−1 = MI = Md. Montrer par réurrene que, pour tout entier naturel j, on a M j = PDjP−1 1,5 pointsPour j ∈ N, on dé�nit l'assertion P (j) : M j = PDjP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔M0 = PD0P−1 ⇔ I = PIP−1 = PP−1 = Idon P (0) est vraieHérédité : soit j ∈ N, supposons P (j) vraiedon par hypothèse M j = PDjP−1don M j+1 = M j ×M = PDjP−1PDP−1 = PDjIDP−1 = PDjDP−1 = PDj+1P−1 don P (j + 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀j ∈ N, P (j) est vraie, i.e. M j = PDjP−1e. Érire, pour tout entier naturel j non nul, la première olonne de la matrie M j. Véri�er que e résultat restevalable si j = 0 2 pointsOn aura la première olonne de M j en faisant le produit par la droite par les premières olonnes :tout d'abord par propriété sur les puissanes diagonales,
Dj =















(

2

3

)j

0 0

0

(

−2

3

)j

0

0 0 0















don M j = PDjP−1 =
1

4











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1

























(

2

3

)j

0 0

0

(

−2

3

)j

0

0 0 0

























1 · · · · · ·
−1 · · · · · ·
0 · · · · · ·











don M j =
1

4











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1

























(

2

3

)j

· · · · · ·

−
(

−2

3

)j

· · · · · ·

0 · · · · · ·















=
1

4



















2

(

2

3

)j

+ 2

(−2
3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−
(−2

3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−
(−2

3

)j

· · · · · ·
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et pour j = 0 la première olonne est 




1 · · · · · ·
0 · · · · · ·
0 · · · · · ·











e qui est bien elle de M0 = I
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Partie 2 : étude d'une suite de variables aléatoiresUne urne ontient trois boules numérotées de 1 à 3. Un tirage onsiste à extraire au hasard une boule de l'urne puis à laremettre dans l'urne pour le tirage suivant.On dé�nit une suite de variables aléatoires (Xk)k∈N∗ de la manière suivante :
• Pour tout entier naturel k non nul, Xk est dé�nie après le kème tirage.
• On proède au 1er tirage et X1 prend la valeur du numéro de la boule obtenue à e tirage.
• Après le kème tirage (k ∈ N

∗) :Soit Xk a pris la valeur 1, dans e as on proède au (k + 1)ème tirage et Xk+1 prend la valeur du numéro obtenu à e
(k + 1)ème tirage.Soit Xk a pris la valeur j, di�érente de 1, dans e as on proède également au (k + 1)ème tirage et Xk+1 prend la valeur
j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.1. Reonnaître la loi de X1 0,5 point

X1 prend la valeur du numéro de la boule obtenue lors du premier tirage, i.e. 1, 2 ou 3Les numéros sont équiprobables don X1 →֒ U ({1, 2, 3}) (loi uniforme sur [[1, 3]])2. Simulation informatique de l'expériene aléatoire dérite dans ette partie.Compléter le programme suivant pour qu'il simule l'expériene aléatoire déritedans ette partie, en réant une fontion qui prend en entrée un entier k et quirenvoie la valeur de la variable Xk 1,5 points
rd.randint(1,4) simule le tirage d'une boule parmi les 3 (le 4 est exlu)
X ontient les valeurs suessives des variables X1, X2 · · ·XkSi Xk = 1 alors Xk+1 vaut le résultat du tirage, e qui est traduit par X=tirageSi Xk = j et que le numéro tiré est autre que j alors Xk+1 = 1 alors que Xk resteinhangé sinon (don on ne hange pas X)

import numpy . random as rd

def SimulX (k):

X=rd. randint (1 ,4)

for i in range (2,k+1) :

tirage =rd. randint (1 ,4)

if X==1 :

X= tirage

else :

if tirage != X :

X=1

return X3. On note Uk la matrie à 3 lignes et une olonne dont l'élément de la ième ligne est P (Xk = i)a. Déterminer les probabilités P(Xk=j)(Xk+1 = i), pour tout ouple (i, j) de {1, 2, 3}× {1, 2, 3} 1,5 pointsSi Xk = 1 alors Xk+1 →֒ U ({1, 2, 3}) don P(Xk=1)(Xk+1 = 1) = P(Xk=1)(Xk+1 = 3) = P(Xk=1)(Xk+1 = 3) =
1

3si Xk = 2 alors P(Xk=2)(Xk+1 = 2) =
1

3
('est la probabilité de tirer 2)et P(Xk=2)(Xk+1 = 1) =

2

3
(ar dans les deux autres as, i.e. � tirer 1 ou 3 � alors Xk+1 vaut 1) et en�n

P(Xk=2)(Xk+1 = 3) = 0de manière analogue, si Xk = 3 alors P(Xk=3)(Xk+1 = 3) =
1

3
('est la probabilité de tirer 3)et P(Xk=3)(Xk+1 = 1) =

2

3
et P(Xk=3)(Xk+1 = 2) = 0b. On admet que {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système omplet d'événements.Montrer, grâe à la formule des probabilités totales, que

P (Xk+1 = 1) =
1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)Trouver des relations analogues pour P (Xk+1 = 2) et P (Xk+1 = 3) 2 pointsComme {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système omplet d'événements, d'après la formule des probabilitéstotales :

P (Xk+1 = 1) = P(Xk=1)(Xk+1 = 1)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 1)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 = 1)P (Xk =

3) =
1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)ar d'après la question préédente, P(Xk=1)(Xk+1 = 1) =

1

3
et P(Xk=2)(Xk+1 = 1) = P(Xk=3)(Xk+1 = 1) =

2

3de manière analogue on trouve
P (Xk+1 = 2) = P(Xk=1)(Xk+1 = 2)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 2)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 = 2)P (Xk =

3) =
1

3
P (Xk = 1) +

1

3
P (Xk = 2) + 0 et

P (Xk+1 = 3) = P(Xk=1)(Xk+1 = 3)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 3)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 = 3)P (Xk =

3) =
1

3
P (Xk = 1) + 0 +

1

3
P (Xk = 3). Déterminer la matrie A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, on a Uk+1 = AUk 1 point9



En posant A =













1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3













alors AUk =













1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3























P (Xk = 1)

P (Xk = 2)

P (Xk = 3)









don AUk =













1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)

1

3
P (Xk = 1) +

1

3
P (Xk = 2) + 0P (Xk = 3)

1

3
P (Xk = 1) + 0P (Xk = 2) +

1

3
P (Xk = 3)













=













P (Xk+1 = 1)

P (Xk+1 = 2)

P (Xk+1 = 3)











d'après la question préédente. On a don montré AUk = Uk+1d. Montrer qu'en posant U0 =











1

0

0











, alors, pour tout k de N, on a : Uk = AkU0 1,5 pointsPar réurrene, évidemment ! Pour k ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(k) : Uk = AkU0Initiation : Q(0) est vraie ⇔ U0 = A0U0 ⇔ U0 = IU0 ⇔ U0 = U0e qui est vrai, don Q(0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons que Q(k) est vraie
1er as : si k = 0 on ne peut alors pas utiliser la question préédente (qui n'est pas valable pour k = 0) mais il su�tde montrer que U1 = AU0, or U1 =













P (X1 = 1)

P (X1 = 2)

P (X1 = 3)













=













1

3
1

3
1

3













d'après 1. et AU0 =













1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3

























1

0

0













=













1

3
1

3
1

3











don U1 = AU0 d'où l'hérédité dans e as.
2ème as : si k = 1d'après la question préédente (valable pour k ∈ N

∗) Uk+1 = AUk et par hypothèse de réurrene, Uk = AkU0don Uk+1 = AAkU0 = Ak+1U0 'est-à-dire que Q(k + 1) est vraie, d'où l'hérédité dans e as (plus général)don par théorème de réurrene, ∀k ∈ N, Q(k) est vraie, i.e. Uk = AkU04. a. Véri�er que A = M +
1

3
I, puis établir que, pour tout k de N, on a : Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j 3 pointsPar dé�nition M +
1

3
I =













0
2

3

2

3
1

3
0 0

1

3
0 0













+













1

3
0 0

0
1

3
0

0 0
1

3













=













1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3













= Ala deuxième partie de la question orrespond à une formule du bin�me de Newton pour les matries, omme nousne la onnaissons pas, il faut la démontrer (di�ile), e que nous faisons par réurrene.Pour k ∈ N, on dé�nit l'assertion R(k) : Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jInitiation : R(0) est vraie ⇔ A0 =

0
∑

j=0

(

0

j

)(

1

3

)0−j

M j ⇔ I =

(

0

0

)(

1

3

)0

M0 ⇔ I = Ie qui est vrai, don R(0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons que R(k) est vraiealors par hypothèse de réurrene, Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j or Ak+1 = AkA et A = M +
1

3
Idon Ak+1 =





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j





(

M +
1

3
I

)

=

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jM +
1

3

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jI

=

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1 +

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M j10



or k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1 =

k+1
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k−(i−1)

M i =

k+1
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k+1−i

M ipar hangement d'indie i = j + 1⇔ j = i− 1 (j = 0⇒ i = 1 et j = k ⇒ i = k + 1)on va ensuite enlever un terme à haque somme pour garder une gamme d'indie identique (de 1 à k)don Ak+1 =

(

1

3

)k

M +

k+1
∑

i=0

(

k

i− 1

)(

1

3

)k+1−i

M i +

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M j

=
k
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k+1−i

M i+

(

k

k

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1+

(

k

0

)(

1

3

)k+1−0

M0+
k
∑

j=1

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M j

=

(

k

0

)(

1

3

)k+1−0

M0+

k
∑

j=1

[

(

k

j − 1

)(

1

3

)k+1−j

M j +

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M j

]

+

(

k

k

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1

=

(

k + 1

0

)(

1

3

)k+1−0

M0 +

k
∑

j=1

[(

k

j − 1

)

+

(

k

j

)](

1

3

)k+1−j

M j +

(

k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1ar (k
k

)(

k + 1

k + 1

)

= 1 =

(

k

0

)

=

(

k + 1

0

)

=

(

k + 1

0

)(

1

3

)k+1−0

M0 +

k
∑

j=1

(

k + 1

j

)(

1

3

)k+1−j

M j +

(

k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1ar ( k

j − 1

)

+

(

k

j

)

=

(

k + 1

j

) d'après la formule du triangle de Pasalor on peut rajouter dans la somme (k + 1

0

)(

1

3

)k+1−0

M0 (terme d'indie j = 0) et (k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)(terme d'indie j = k+1), d'où �nalement Ak+1 =
k+1
∑

j=0

(

k + 1

j

)(

1

3

)k+1−j

M j 'est-à-dire que R(k+1) est vraie,d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N, R(k) est vraie.b. En déduire les 3 éléments de la première olonne de la matrie Ak, puis véri�er que la loi de Xk est donnée par :
∀k ∈ N

∗, P (Xk = 1) =
1

2

(

1 +

(

−1

3

)k
) et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

4

(

1−
(

−1

3

)k
) 2,5 pointsOn avait alulé la première olonne des M j don la première olonne de Ak est

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j
1

4



















2

(

2

3

)j

+ 2

(−2
3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−
(−2

3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−
(−2

3

)j

· · · · · ·



















soit 1

4

























2

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (
2

3

)j

+ 2

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (−2
3

)j

· · · · · ·

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (
2

3

)j

−
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (−2
3

)j

· · · · · ·

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (
2

3

)j

−
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (−2
3

)j

· · · · · ·























or d'après la formule du bin�me de Newton :
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (
2

3

)j

=

(

1

3
+

2

3

)k

= 1 et k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (

−2

3

)j

=

(

−1

3

)k

don la première olonne de Ak est don 1

4



















2 + 2

(−1
3

)k

1−
(−1

3

)k

1−
(−1

3

)k

















et, par dé�nition de U0, la olonne Uk = AkU0 est elle-même la première olonne de Ak don on retrouve dans11



ette olonne les trois termes de la loi de Xksoit ∀k ∈ N
∗, P (Xk = 1) =

1

2

(

1 +

(

−1

3

)k
) et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

4

(

1−
(

−1

3

)k
). Déterminer les limites quand k tend vers +∞ de P (Xk = 1), P (Xk = 2), P (Xk = 3) et interpréter le résultat. 1,5pointsComme ∣∣∣

∣

−1

3

∣

∣

∣

∣

< 1 alors(−1
3

)k

→ 0 (forme qn ave |q| < 1) don P (Xk = 1)→ 1

2
et P (Xk = 2) = P (Xk = 3)→ 1

4don au bout d'un grand nombre de tirage, la variable aléatoire se rapprohe d'une variable aléatoire dont laprobabilité d'obtenir 1 vaut 1

2
et la probabilité d'obtenir 2 ou 3 vaut 1

45. a. Caluler l'espérane E(Xk) de Xk pour k ∈ N
∗ 1,5 pointsLes valeurs de Xk sont seulement {1, 2, 3}don E (Xk) = 1× P (Xk = 1) + 2× P (Xk = 2) + 3× P (Xk = 3)

=
1

2

(

1 +

(

−1

3

)k
)

+ (2 + 3)× 1

4

(

1−
(

−1

3

)k
)

=
1

2
+

5

4
+

(

1

2
− 5

4

)(

−1

3

)k

=
7

4
− 3

4

(

−1

3

)kb. Ave Python, érire une fontion, notée esp, qui renvoie E(Xk) à l'appel de esp(k) 1 pointIl s'agit simplement d'utiliser le résultat de la question préédente et d'en faire une fontion ave Python.
def esp (k):

return 7/4 -3/4*( -1/3) **k
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