
ECG 1a Chapitre 17 - Equations di�érentielles Mai 2024Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� résoudre une équation di�érentielle linéaire à 
oe�
ients 
onstants d'ordre 1 ou 2 �� déterminer une solution à l'aide de 
ondition(s) initiale(s) �� interpréter des situations d'équilibre �Dé�nitionsDé�nitions : une équation di�érentielleest une équation reliant une fon
tion et sadérivée (ou ses dérivées su

essives)� si l'équation lie une fon
tion et sa déri-vée (et sa dérivée se
onde), elle est dited'ordre 1 (d'ordre 2),� on s'intéressera plus pré
isément auxéquations di�érentielles linéaires età 
oe�
ients 
onstants, du type :
any

(n) + · · ·+ a2y
′′ + a1y

′ + a0y = b(t)� la fon
tion b(t) est appelée le se
ondmembre et s'il est nul, on dit que l'équa-tion est homogène

Remarque : une telle équation 
omporte don
 unein�nité de 
ontraintes, par exemple f est solutionde y′ = 2y sur ]−3, 8] ⇔ ∀x ∈]−3, 8], f ′(x) = 2f(x)Exemples :� y′ = ln(1+y2) (où y est une fon
tion) est une équa-tion di�érentielle (trop 
ompliquée pour nous)� y′′+
√
ty′+ty = t3−5 est une équation di�érentiellelinéaire (à 
oe�
ients non 
onstants)� 4y′′ − 11y′ + 7y =

t

1 + t2
est une équation di�é-rentielle linéaire à 
oe�
ients 
onstants� y′ − (5 + t4)y = 0 est une équation di�érentielle(linéaire) homogèneEquations di�érentielles linéaires homogènes d'ordre 1 et 2Dans 
ette se
tion, les 
oe�
ients de l'équation di�érentielle sont 
onstants.Propriété : ave
 a ∈ R, l'ensemble des solu-tions de l'équation y′ + ay = 0 est

S =
{

x 7→ λe−ax, λ ∈ R
}

Exemples : f(x) = e4x est une solution de l'équation
y′ − 4y = 0L'ensemble des solutions de l'équation 2y′ + 5y = 0est S =

{

x 7→ λe4x, λ ∈ R
}Propriété : ave
 (a, b) ∈ R

2, si a2−4b > 0 (i.e.
∆ > 0) l'ensemble des solutions de l'équation
y′′ + ay′ + by = 0 est

S =
{

x 7→ λer1x + µer2x, (λ, µ) ∈ R
2
}où r1 et r2 sont les ra
ines du trin�me

x2 + ax+ b

Exemples : l'ensemble des solutions de l'équation
y′′ − 5y′ + 6y = 0 est
S =

{

x 7→ λe2x + µe3x, (λ, µ) ∈ R
2
}

f(x) = e2x est une solution de l'équation y′′−4y = 0

Ensemble des solutionsPropriétés : l'ensemble des solutions d'uneéquation di�érentielle homogène (linéaire)est stable par 
ombinaison linéaire Exemple : les fon
tions f(x) = e
1−

√

5

2
x, g(x) = e

1+
√

5

2
xsont solutions de l'équation y′′ − y′ − y = 0don
 2f + 3g est solution de l'équationPropriétés : si une équation di�érentielle (li-néaire) admet une solution parti
ulière f0,alors l'ensemble de ses solutions est égal à :

S = {x 7→ f0(x) + f(x), f est solution del'équation homogène} Exemple : ave
 l'équation y′ − 3y = 7e3t

f0(t) = 7te3t est une solution parti
ulièreet t 7→ λe3t sont les solutions de l'équation homogènedon
 S =
{

x 7→ 7te3t + λe3t, λ ∈ R
}1



MéthodeDans la pratique, la résolution d'une équation di�érentielle linéaire se déroulera généralement de lafaçon suivante (les points 1. et 2. sont inter
hangeables) :1. résolution de l'équation homogène :
⊲ fon
tions de la forme x 7→ λeax si l'équation est d'ordre 1
⊲ fon
tions de la forme x 7→ λeαx + µeβx si l'équation est d'ordre 2 (α et β étant les solutionsdu trin�me asso
ié)2. re
her
he d'une solution parti
ulière :
⊲ 1er 
as : le se
ond membre est 
onstant, alors la solution est une 
onstante
⊲ 2ème 
as : le se
ond membre n'est pas 
onstant, la solution est alors proposée par l'énon
é etil su�t de la véri�er.3. 
on
lusion : on assemble ensuite solution parti
ulière et solutions de l'équation homogène pour
on
lure sur l'ensemble des solutions.Dans le 
as où il y a une (ou des) 
ondition(s) initiale(s), on détermine alors 
omplètement lasolution.Condition(s) initiale(s)Propriétés : une équation di�érentielle li-néaire admet une unique solution telle que� y(0) = y0 si elle est d'ordre 1� y(0) = y0 et y′(0) = y1 si elle est d'ordre 2 Remarque : dès lors que le point de départ est �xé,le 
omportement de la solution est 
omplètementdéterminé.On parle de � traje
toire � pour la représentationgraphique d'une solution.
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Comme l'indique le graphique, plusieurs fon
tionsvéri�ent une même équation di�érentielle (i
i y′ =
−y), par 
ontre dès lors qu'on �xe un point de pas-sage � obligatoire �, il n'y a plus qu'une seule solu-tion valable.Pour l'ordre 2, 
ela 
orrespond à �xer la position etla vitesse initiales.Remarque : on parle de � 
ondition(s) initiale(s) �,mais la propriété est valable pous n'importe quelleabs
isse y(x0) = a (et y′(x0) = b).Conséquen
e graphique : deux � traje
toires � di�é-rentes n'ont au
un point en 
ommunSituation d'équilibreDé�nition : une solution 
onstante est appe-lée une situation d'équilibre ou traje
-toire d'équilibre Exemple : ave
 l'équation logistique
N ′(t) = aN(t)(1 − bN(t))

∀t ∈ R, N(t) =
1

b
est une situation d'équilibrePropriété : si une traje
toire � 
onverge �(quand t → +∞), alors elle � 
onverge � versune situation d'équilibre. ave
 l'équation logistique, toute solution s'é
rit

∀t ∈ R, N(t) =
1

b− λe−at
qui � 
onverge � vers lasituation d'équilibre pré
édente.
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