
ECG 1a TD 19 - Intégration Mai - juin 2024Plan de travailNotion Exeries a minima Mais aussiCalul de primitive 1, 2 et 3 tousCalul d'intégrale 4, 6, 7, 8, 9 5IPP - hangement de variable 10 à 12, 14, 17, 18 13, 15, 16,19, 20Tehniques lassiques 21, 22, 24, 25 23, 26, 27Calul diret de primitivesExerie 1 - les primitives évidentesDonner une primitive pour haune des fontions suivantes :fontion primitive fontion primitive
x 7→ 5 x 7→ 2x

x 7→ 3x2 x 7→ nxn−1 (n ∈ Z)

x 7→ 1

x
x 7→ 1

2
√
x

x 7→ ex x 7→ αxα−1 (α ∈ R)Exerie 2Donner une primitive des fontions suivantes en préisant les inter-valles de validité :

f1(x) = e−3x+1

f2(x) =
1

2 + x

f3(x) =
1

2− x

f4(x) =
x

(1 + x2)2

f5(x) =
1√
1− x

f6(x) =
√
1− x

f7(x) =
1√

1 + 2x

f8(x) =
x√

1 + x2

Exerie 3Donner une primitive des fontions suivantes (préiser les intervallesde validité) :

x 7→ e2x

x 7→ e−x

x 7→ xe−x2

x 7→ 1

1 + x

x 7→ 1

1− x

x 7→ 1

1 + 2x

x 7→ 1

(1 + x)2

x 7→ 1

(1− x)2

x 7→ 1

(1 + x)3

x 7→ 1

(1− x)3

x 7→ x

1 + x2

x 7→ 1√
1 + xCalul diret d'intégralesExerie 4Caluler les intégrales suivantes :

I1 =

∫

1

0

e−2x+1dx

I2 =

∫

1

0

x

1 + x2
dx

I3 =

∫

1

0

(1 + x)3dx

I4 =

∫

1

0

(ex + e−x)2dxExerie 5Soit f la fontion dé�nie par : f(t) = {

1 si − 1 6 t < 0

te−t2 si t > 0On admet que f est ontinue sur RCaluler ∫ x

−1

f(t)dt pour x > −1 en séparant les as x < 0 et x > 0

1



Exerie 6Caluler : I1 = ∫

1

0

exdx I2 =

∫

1

0

x3dx

I3 =

∫ e

1

1

x
dx I4 =

∫

2

1

1√
x
dx I5 =

∫

1

0

√
xdxExerie 7Caluler :

I1 =

∫

1

0

e2xdx

I2 =

∫

1

0

xex
2

dx

I3 =

∫

1

0

1

x+ 1
dx

I4 =

∫

1

0

1

(1 + x)2
dxExerie 8Caluler :

I1 =

∫

1

0

e−xdx

I2 =

∫

1

0

1√
x+ 1

dx

I3 =

∫

1

0

√
x+ 1dx

I4 =

∫

1

0

1

(1 + 2x)2
dxExerie 9Caluler : I1 = ∫

1

0

(

2− 3x+ 5x2 − 12x3
)

dx

I2 =

∫

1

0

(2ex + 3x)dx I3 =

∫

1

0

(2e−x + 3x2)dxIntégration par partiesExerie 10Caluler ∫ 1

0

xexdx

Exerie 11Soit x > 0, aluler ∫ x

1

ln(t)dt par intégration par parties.En déduire une primitive de ln sur R∗
+Exerie 12Soit ε ∈]0, 1]Caluler I(ε) = ∫

1

ε

ln(x)dx, puis aluler lim
ε→0+

∫

1

ε

ln(x)dxExerie 13On pose, pour n ∈ N et x ∈ R+ : In(x) =

∫ x

0

tne−tdta) Caluler I0(x) pour x > 0 et aluler J0 = lim
x→+∞

I0(x)b) Montrer que, pour x ∈ R+ et n ∈ N
∗ : In(x) = −xne−x + nIn−1(x)En déduire, par réurrene que Jn = lim

x→+∞
In(x) est �nie et que :

∀n ∈ N
∗, Jn = nJn−1) Montrer que : ∀n ∈ N, Jn = n!Exerie 14 - lassiqueOn pose, pour n ∈ N, In =

∫

1

0

tne−tdt1) Montrer à l'aide d'une intégration par parties que :

(n+ 1)In =
1

e
+ In+12) A l'aide d'une majoration de l'intégrale, montrer que

0 6 In 6
1

n+ 1

et en déduire lim
n→+∞

In3) Déterminer la limite de nIn quand n → +∞
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Exerie 15On pose, pour n ∈ N, In =

∫ e

1

(

t

e

)n

ln(t)dt1. Montrer que : (n + 1)In = e− e− e−n

n+ 12. En déduire la limite de (n + 1)In quand n → +∞Exerie 16Soit x > 1 et n un entier n > 2, on pose In(x) =

∫ x

1

ln(t)

tn
dtCaluler In(x) à l'aide d'une intégration par parties.En déduire que : lim

x→+∞
In(x) =

1

(n− 1)2Changement de variableExerie 17Caluler ∫ e

1

1

x(1 + ln(x))
dx par le hangement de variables u = ln(x)Exerie 18Soit I =

∫

1

−1

x

1 + x2
dx1. Montrer à l'aide du hangement de variables s = −x que I = 02. Plus généralement, montrer que :� pour une fontion f impaire : ∫ a

−a

f(t)dt = 0� pour une fontion f paire : ∫ a

−a

f(t)dt = 2

∫ a

0

f(t)dt

Exerie 19Caluler ∫ 1

0

ex

1 + ex
dx par le hangement de variables u = exExerie 20Caluler ∫ 1

0

e2x

1 + ex
dx par le hangement de variables u = 1 + exSuites d'intégralesExerie 21Pour n ∈ N, on note In =

∫

1

0

xn

1 + x
dxMontrer que 0 6 In 6

1

n + 1
et en déduire lim

n→+∞
InExerie 22Pour n ∈ N, on pose In =

∫

1

0

1

1 + xn
dx1. Véri�er que 1− In =

∫

1

0

xn

1 + xn
dx2. En déduire que 0 6 1 − In 6
1

n+ 1

puis en déduire la limite de

In quand n tend vers +∞Exerie 23Dans et exerie, on �xe x ∈]0, 1[On pose, pour n ∈ N
∗, Sn(x) =

n
∑

k=1

xk

k1. On pose Tn(t) =

n−1
∑

j=0

tj , montrer que Sn(x) =

∫ x

0

Tn(t)dt3



2. Caluler ∫ x

0

1

1− t
dt3. Erire Tn(t) omme un quotient.En déduire que − ln(1− x)− Sn(x) =

∫ x

0

tn

1− t
dt4. Montrer que 0 6

∫ x

0

tn

1− t
dt 6

1

n + 1
× 1

1− x5. En déduire que lim
n→+∞

Sn(x) = − ln(1− x)

Fontions dé�nies par une intégraleExerie 24Dériver la fontion G dans haque as, en préisant l'intervalle de va-lidité.a) G(x) =

∫ x

0

1

1 + t2
dtb) G(x) =

∫ x

0

e−t2dt

) G(x) =

∫ x2

1

et√
t
dtd) G(x) =

∫

2x

x

ln(1 + t2)dtAutresExerie 25Caluler : I1 = ∫

1

−1

e−|x|dx et I2 =

∫

1

−2

1

1 + |x|dxExerie 26On pose, ∀n ∈ N, In =
1

n!

∫

1

0

(1− t)netdt1. Caluler I0 et I12. Montrer : ∀n ∈ N, 0 6 In 6
e

n!

et en déduire lim
n→+∞

In

3. Montrer : ∀n ∈ N, In+1 = In −
1

(n+ 1)!4. Montrer : ∀n ∈ N, In = e−
n

∑

k=0

1

k!5. En déduire la valeur de lim
n→+∞

n
∑

k=0

1

k!Exerie 27On note (un)n∈N∗ la suite dé�nie pour tout entier n stritement positifpar :

un =

∫

1

0

xn−1

1 + x
dx1. Caluler le premier terme u1 de la suite.2. Montrer que (un)n∈N∗ est une suite de réels positifs.3. Montrer que (un)n∈N∗ est une suite déroissante.4. Montrer que l'on a, pour tout entier n stritement positif :

un+1 + un =
1

n5. Montrer que (un)n∈N∗ admet une limite et la déterminer.6. Déduire de la question 4. une fontion Python qui prend un en-tier n stritement positif et qui renvoie un, le nème terme de lasuite (un)n∈N∗7. Établir, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la double inéga-lité :
1

n
6 2un 6

1

n− 1En déduire la limite de la suite (un)n∈N∗8. À l'aide de l'inégalité préédente, déterminer lim
n→+∞

nun
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