
ECG 1a Chapitre 20 - Espaes vetoriels et appliations linéaires Juin 2024Objetifs d'apprentissage - A la �n de e hapitre, je sais :� montrer qu'un veteur est (ou n'est pas) une ombinaison linéaire d'une famille de veteurs�� démontrer qu'un ensemble est un sous-espae vetoriel �� démontrer qu'une famille de veteurs est libre, génératrie ou une base �� déterminer les aratéristiques d'une appli. linéaire noyau, image, range, matrie assoiée �Le onept qui préside à e hapitre est la linéarité. Depuis le ollège, on parle de fontions linéaires,par exemple f(x) = 3x. En fait, deux propriétés dé�nissent la linéarité (ii d'une fontion) :� l'additivité : f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2), ii 'est le as ar
f(x1 + x2) = 3(x1 + x2) = 3x1 + 3x2 = f(x1) + f(x2)� la proportionnalité : f(λx) = λf(x) ii 'est le as ar f(λx) = 3(λx) = λ3x = λf(x)1 Espaes vetorielsDé�nitions et propriétés ExemplesDé�nitions : un espae vetoriel est un en-semble dont les éléments peuvent être addition-nés entre eux ou multipliés par un nombre réel, lerésultat de l'opération étant toujours un élémentde l'ensemble.Autrement dit, E est un espae vetoriel si touteombinaison linéaire d'éléments de l'ensemble esttoujours un élément de l'ensemble.Les éléments d'un espae vetoriel sont appelésveteurs. Les oe�ients réels (λ) sont appeléssalaires

Les ensembles R,R2,R3, . . . ,Rn sont des espaesvetoriels. En e�et (pour R3)ave X = (x1, x2, x3) et Y = (y1, y2, y3) alors
X + Y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) λX =
(λx1, λx2, λx3) (ave λ ∈ R) appartiennent à R

3de même, les ensembles des matries olonnes
M2,1(R),M3,1(R), . . . ,Mn,1(R) sont des espaesvetorielsIl en existe beauoup d'autres : l'ensemble desfontions paires est un espae vetoriel.Dé�nition : ave E un espae vetoriel, lorsque

F ⊂ E est un espae vetoriel, on dit que F estun sous-espae vetoriel de EPropriété : si E est un espae vetoriel, alors
F ⊂ E est un sous-espae vetoriel de E si etseulement si : •F est non vide

• ∀(x, y) ∈ F 2, x+ y ∈ F

• ∀λ ∈ R, λx ∈ F

F = {(x, 0), x ∈ R} est un sous-espae vetorielde R
2en e�et, F est non vide ar (0, 0) ∈ F et

∀X, Y ∈ F, ∀λ ∈ R,

∃x, y ∈ R, X = (x, 0), Y = (y, 0)don λX = (λx, 0) et X + Y = (x+ y, 0) appar-tiennent à FLA méthode o�elle pour montrer qu'un ensemble est un espae vetoriel : on montre en fait qu'ils'agit d'un sous-espae vetoriel de quelque hose de plus gros.1. on trouve l'ensemble plus gros2. on préise que l'élément nul est dans l'ensemble (qui de fait est non vide)3. on montre que pour tous x1, x2 de l'ensemble et tout λ réel λx1 et x1 + x2 sont dans l'ensemble.Propriété :l'ensemble dessolutions d'unsystème linéairehomogène est un(sous-) espaevetoriel
(0, 0, 0) est toujours solution d'un système linéaire homogène (don l'ensembledes solutions est non vide) et par exemple pour (x1, y1, z1) et (x2, y2, z2) deuxsolutions du système {

x+ y + z = 0
y − z = 0alors (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) est solution du système, en e�et

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = x1 + y1 + z1 + x2 + y2 + z2 = 0 + 0 = 0et (y1 + y2)− (z1 + z2) = y1 − z1 + y2 − z2 = 0 + 0 = 0de même ∀λ ∈ R, λ(x1, y1, z1) = (λx1, λy1, λz1) est solution du système1



2 Familles de veteurs : base, famille libre, famille génératrieDé�nition : on dit que la famille de veteurs
(u1, u2, . . . , up) est une base d'un espae ve-toriel E si tout veteur de E se déomposede manière unique sous forme d'une ombi-naison linéaire de (u1, u2, . . . , up)
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 forment une base de M2,1(R) artout élément de M2,1(R) s'érit de manière unique
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Dé�nition : on dit que les veteurs
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) forment la base a-nonique de R3 ar tout élément de R3 s'éritomme une unique ombinaison linéaire dees 3 veteurs (5,−2, 11) peut s'érire

(5,−2, 11) = 5(1, 0, 0)− 2(0, 1, 0) + 11(0, 0, 1)Remarque : on dé�nit de même les bases anoniquespour n'importe quel espae R
n ou Mn,1(R)Propriété : si un espae vetoriel admet unebase de p veteurs alors tout autre base a pveteurs Les exemples i-dessus permettent d'a�rmer quetoute base de R

2 a 2 veteurs, toute base de R
3 a 3veteurs.Dé�nition : on dit que la famille de veteurs

(u1, u2, . . . , up) est une famille génératried'un espae vetoriel E si tout veteur de Ese déompose sous forme d'une ombinaisonlinéaire de (u1, u2, . . . , up)

Remarque : une base est une famille génératrie.Exemple : de fait ((1, 0), (0, 1)) est une famille géné-ratrie de R2, mais ((1, 0), (0, 1), (7,−15)) l'est aussi.Dé�nition : on dit que la famille de veteurs
(u1, u2, . . . , up) est libre d'un espae veto-riel E si ∀(λ1, λ2, . . . λp) ∈ R

p,

λ1u1 + · · ·+ λpup = 0 ⇒ ∀k ∈ [[1, p]], λk = 0

Remarque : autrement dit les veteurs d'une famillelibre ne peuvent pas être ombinaison linéaire lesuns des autres (� il sont libres � ar � ils ne sont pasliés aux autres �).Propriété : une famille de veteurs est unebase ⇔ la famille est libre et génératrie Remarque : ela illustre les deux volets de la base,tout veteur admet une déomposition (génératrie)et ette déomposition est unique (libre).Dé�nition et propriété : le sous-espaevetoriel engendré par une famille de ve-teurs (u1, u2, . . . , up) est l'ensemble onstituéde toutes les ombinaisons linéaires de esveteurs. C'est un espae vetoriel que l'onnote Vect(u1, u2, . . . , up)

Vect((1, 0), (0, 1)) = {a(1, 0) + b(0, 1), a et b ∈ R}
= {(a, b), a et b ∈ R} = R

2

Vect((1, 1), (2, 2)) = {a(1, 1) + b(2, 2), a et b ∈ R}
= {(a+ 2b)(1, 1), a et b ∈ R}
= Vect((1, 1))LA méthode o�elle pour montrer qu'un veteur est ombinaison linéaire d'autres veteurs, on érit

v = x1u1 + x2u2 + x3u3 + . . . (f. exeries 2 et 3), puis on résout le système.Dé�nition : la dimension d'un espae ve-toriel est le ardinal d'une de ses bases. R
2 est de dimension 2, R3 est de dimension 3

R
n est de dimension nPropriété : une famille libre (respetivementgénératrie) à n veteurs d'un sous-espaevetoriel de dimension n est une base. Remarque : dans la pratique, on utilisera le plus sou-vent ette propriété pour démontrer qu'une familleest une base.Dé�nition : le rang d'une famille de ve-teurs est le maximum du ardinal de sessous-familles libres.Propriété : le rang de la famille

(u1, u2, . . . , up) est égal à la dimension
Vect(u1, u2, . . . , up)

Ave X = (1, 2,−1), Y = (−3,−1,−5) et Z =
(−2, 1,−6)
(X, Y, Z) est de rang 2 puisque X + Y = Zet don ∀a, b, c réels aX + bY + cZ =
aX + bY + c(X + Y ) = (a+ c)X + (b+ c)Ye qui entraine Vect(X, Y, Z) = Vect(X, Y )2



Propriété : les sous-espaes vetoriels de R
2 sont dedimension� 0, 'est alors {0}� 1, e sont tous les Vect u où u 6= (0, 0)� 2, 'est alors R2

Remarque : omme vu plus haut, dès lorsqu'une famille de deux veteurs de R
2 estlibre, elle onstitue une base de R

2Ce résultat se généralise à R
n (une famillelibre de n veteurs de R

n en est une base).3 Appliations linéairesDé�nitions et propriétés ExemplesDé�nition : soit E et F des espaes vetoriels, uneappliation de E dans F est dite linéaire si
∀(x, y) ∈ E2 et ∀λ ∈ R,

{

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(λx) = λf(x)que l'on peut aussi résumer en
∀(x, y) ∈ E2 et ∀λ ∈ R, f(λx+ y) = λf(x) + f(y)

f : R
2 → R

2

(x, y) 7→ (x+ y, 2x− y)alors ave X = (x, y), Y = (x′, y′) et λ ∈ R,on trouve
f(λX + Y ) = f((λx+ x′, λy + y′)
= (λx+ x′ + λy + y′, 2(λx+ x′)− (λy + y′)
= . . . puis on alule λf(X) + f(Y ) et onvéri�e l'égalitéVoir exeries 13.1, 13.2, 14 et 15Dé�nition : le noyau d'une appliation linéaire estl'ensemble des antéédents de 0 par ette appliationon le note ker f (ave f l'appliation). soit f : R

2 → R

(x, y) 7→ x− yalors f(x, y) = 0 ⇔ x− y = 0 ⇔ x = ydon ker f = {(α, α), α ∈ R}Propriété : le noyau et l'image d'une appliation li-néaire sont des (sous-) espaes-vetoriels.En partiulier 0 ∈ ker f et 0 ∈ Im fOn note Im f l'image ave l'exemple préédent, on en déduit que
ker f = {(α, α), α ∈ R} et Im f sont desespaes vetoriels.pour Im f , e n'est pas un soop ar
Im f = RPropriété : pour toute matrie M de Mn(R), l'ap-pliation Mn,1(R) → Mn,1(R)

X 7→ MX
est une appliationlinéaire. Ave M =
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X 7→ MX =
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 est une applia-tion linéaireDé�nition : le rang d'une matrie A est le rang dela famille des veteurs olonnes de la matrie A, onle note rg(A)
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forment une famille librePropriété : pour une matrie A, rg(A) = rg(tA) On peut don étudier indi�éremment lerang des veteurs olonnes ou elui des ve-teurs lignesThéorème du rang : soit f l'appliation linéaire dé�-nie par la matrie M ∈ Mn(R)i.e. f : Mn,1(R) → Mn,1(R)
X 7→ MXalors dim(ker f) + rg(M) = n

ave l'exemple préédent,
dim(ker f) = 2− 2 = 0 ar rg(M) = 2don ker f = {0} i.e. le noyau est réduit àl'élément nul.
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