
ECG 1a TD 20 - Espaes vetoriels et appliations linéaires Juin 2024Quelques orrigésExerie 7Soit u =





2
1
−3



, v =





3
2
−1



, w1 =





1
0
−5



 et w2 =





1
1
2



Montrer que Vet(u, v) =Vet(w1, w2)Un raisonnement intéressant pour montrer l'égalité de deux ensembles, il s'agit de démontrer ladouble inlusion.dans un premier temps, si on arrive à démontrer que w1 ∈ Vect(u, v) et w2 ∈ Vect(u, v) alors on ob-tient que Vect(w1, w2) ⊂ Vect(u, v) ar toute ombinaison linéaire de (w1, w2) est alors ombinaisonde u et v si w1 et w2 se déompose sur es veteurs.Montrons-le : w1 ∈ Vect(u, v)⇔ ∃λ1 ∈ R et µ1 ∈ R, w1 = λ1u+ µ1v et on résoud alors le système :






2λ1 + 3µ1 = 1
λ1 + 2µ1 = 0
−3λ1 − µ1 = −5

⇔







λ1 + 2µ1 = 0
2λ1 + 3µ1 = 1
−3λ1 − µ1 = −5

L1 ↔ L2

L1 ↔ L2 ⇔







λ1 + 2µ1 = 0
−µ1 = 1
5µ1 = −5

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 + 3L1

⇔

{

λ1 = −2µ1 = 2
µ1 = −1

(L2 et L3 donnent µ1 = −1) autrement dit : w1 = 2u− vde même (ou de manière évidente), on trouve w2 = v − udon à e stade, omme évoqué en introdution, on a montré que w1 ∈ Vect(u, v) et w2 ∈ Vect(u, v)et de fait que Vect(w1, w2) ⊂ Vect(u, v)on peut faire de même pour l'autre inlusion ou, e qui est plus rapide, inverser les deux relationsque nous venons d'obtenir :
{

w1 = 2u− v

w2 = −u+ v
⇒

{

w1 + w2 = u

w1 + 2w2 = v

L1 ← L1 + L2

L2 ← L1 + 2L2don u ∈ Vect(w1, w2) et v ∈ Vect(w1, w2) et don par le même raisonnement Vect(u, v) ⊂ Vect(w1, w2)�nalement, du fait des deux inlusions, Vect(u, v) = Vect(w1, w2)BasesExerie 8Soit F =











x1

x2

x3



 ∈M3,1(R), x1 − x2 + 3x3 = 0







, u1 =





1
1
0



, et u2 =





−3
0
1



Montrer que (u1, u2) est une base de FComme x1 − x2 + 3x3 = 0⇔ x1 = x2 − 3x3 on peut érire
F =











x2 − 3x3

x2

x3



 ∈M3,1(R), x2 ∈ R, x3 ∈ R







=











x2 − 3x3

x2

x3



 ∈M3,1(R), x2 ∈ R, x3 ∈ R







don
F =











x2

x2

0



+





−3x3

0
x3



 ∈M3,1(R), x2 ∈ R, x3 ∈ R







=







x2





1
1
0



+ x3





−3
0
1



 ∈M3,1(R), x2 ∈ R, x3 ∈ R





i.e. F = Vect(u1, u2), don (u1, u2) est lairement une famille génératrie de F , de plus 'est une fa-mille libre ar les veteurs u1 et u2 ne sont pas proportionnels, 'est don une base de FExerie 9
1



Soit F =























x1

x2

x3

x4









∈M4,1(R) |

{

x1 + x2 + x3 + x4 = 0
2x1 + x2 + x3 − x4 = 0













Trouver une base de FExerie 10Soit F =























x1

x2

x3

x4









∈M4,1(R) | x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 0













Trouver une base de FExerie 11Soit u1 =





1
1
0



, u2 =





1
2
1



, et u3 =





2
3
2



Montrer que la famille (u1, u2, u3) est une base de M3,1(R)Comme (u1, u2, u3) est une famille à trois éléments et que M3,1(R) est un espae vetoriel de dimen-sion 3, il su�t de montrer que (u1, u2, u3) est une famille libre.Soit λ1, λ2, λ3 ∈ R tel que λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0 alors λ1





1
1
0



+ λ2





1
2
1



+ λ3





2
3
2



 =





0
0
0



don 


λ1 + λ2 + 2λ3 = 0
λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0
λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

et en faisant L1 − L3 on trouve d'emblée λ1 = 0alors L2 et L3 donnent { 2λ2 + 3λ3 = 0
λ2 + 2λ3 = 0

⇒

{

2λ2 + 3λ3 = 0
−λ3 = 0 2L3 − L2

don λ3 = 0 et defait λ2 = 0, et �nalement λ1 = λ2 = λ3 = 0 don (u1, u2, u3) est une famille libreor, omme évoqué plus haut, M3,1(R) est un espae vetoriel de dimension 3don (u1, u2, u3) est une base de M3,1(R)Exerie 12Soit F l'ensemble des








x1

x2

x3

x4









∈M4,1(R) tels que : 


x1 + 2x2 − x4 = 0
x1 − 3x2 + 9x3 = 0

3x1 − 4x2 − x4 + 18x3 = 0Déterminer une base de FAppliations linéairesExerie 13Déterminer, pour les appliations suivantes, si elles sont ou non linéaires, et démontrer la réponse.1. f :

M3,1(R) → M2,1(R)




x

y

z



 7→

(

2x− y + z

x+ y

)

2



En posant X =





x

y

z



 alors f(X) =

(

2 −1 1
1 1

)





x

y

z



 = AX ave A =

(

2 −1 1
1 1

)don pour X,X ′ ∈M3,1(R) et λ ∈ R,

f(λX +X ′) = A(λX +X ′) = A(λX) +AX ′ = λAX +AX ′ = λf(X) + f(X ′) d'après les règlessur les opérations matriiellesdon f est une appliation linéaire2. g :
M2,1(R) → R
(

x1

x2

)

7→ x1 + 6x2De même en passant par la matrie (1 6
)3. h :

M3,1(R) → M2,1(R)




x

y

z



 7→

(

x2 + y

x+ z

)On pressant que le x2 empêhe la linéarité, on va don se ontenter de jouer sur le xon pose X =





1
0
0



 alors par dé�nition f(X) =

(

1
1

)

et par ailleurs f(2X) = f









2
0
0







 =

(

4
0

)don f(2X) 6= 2f(X) et de fait f n'est pas linéaireExerie 14Dans haun des as i-dessous,(a) Montrer que l'appliation f est linéaire.(b) Déterminer le noyau de f et en donner une base.() Déterminer Im(f) et en donner une base.(d) Déterminer la matrie de l'appliation f1. f :

M2,1(R) → M3,1(R)
(

x1

x2

)

7→





3x1 − x2

0
−3x1 + x2



2. f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x1

x2

x3



 7→





x1 + x2 + 2x3

x2 − x3

x1 + 3x3



Noyau : X ∈ ker f

⇔ f(X) =





0
0
0



⇔







x1 + x2 + 2x3 = 0
x2 − x3 = 0
x1 + 3x3 = 0

⇔







−3x3 + x3 + 2x3 = 0
x2 = x3

x1 = −3x3

⇔







0 = 0
x2 = x3

x1 = −3x3don ker f =











−3x3

x3

x3



 , x3 ∈ R







=







x3





−3
1
1



 , x3 ∈ R







= Vect





−3
1
1



 don −31
1



 estune base de ker f ar 'en est une famille génératrie (par dé�nition du Vect) et 'est une famillelibre (ar omposée d'un seul veteur, non nul)3



Image : Im f =











x1 + x2 + 2x3

x2 − x3

x1 + 3x3



 , (x1, x2, x3) ∈ R
3







don
Im f =







x1





1
0
1



+ x2





1
1
0



+ x3





2
−1
3



 , (x1, x2, x3) ∈ R
3







= Vect









1
0
1



 ,





1
1
0



 ,





2
−1
3







don 1
0
1



 ,





1
1
0



 ,





2
−1
3







 est une famille génératrie de Im f (par dé�nition du Vect) maiselle n'est pas libre puisque 3





1
0
1



 −





1
1
0



 =





2
−1
3



 (on peut aussi le trouver en étudiant laliberté de la famille : λ1U1+λ1U1+λ1U1 = 0M3,1(R) nous amène au même système que le noyau)don Vect









1
0
1



 ,





1
1
0



 ,





2
−1
3







 = Vect









1
0
1



 ,





1
1
0







 = Im fet ette fois 1
0
1



 ,





1
1
0







 est bien une base de Im f ar elle est génératrie (toujours du faitdu Vect) et libre ar onstituée de deux veteurs non proportionnels.3. f :

M3,1(R) → M2,1(R)




x

y

z



 7→

(

y

x− y + z

)

Exerie 15Soit f l'appliation dé�nie par f :
R

3 → R
3

(x, y, z) 7→ (y, x, z)1. Justi�er que f est une appliation linéaire de R
3 dans R3 et déterminer ker f et Im fOption 1 (qu'on ne fera pas) :Soit (x, y, z) et (x′, y′, z′) deux éléments de R

3, ainsi que λ ∈ R

f(λ(x, y, z) + (x′, y′, z′)) = f(λx+ x′, λy + y′, λz + z′) = (λy + y′, λx+ x′, λz + z′)
= (λy, λx, λz) + (y′, x′, z′) = λ(y, x, z) + (y′, x′, z′)
= λf(x, y, z) + f(x′, y′, z′) don f est linéaireOption 2 (qu'on privilégiera) : on fait l'analogie ave les matriesOn assimile la fontion f à : f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x

y

z



 7→





y

x

z



don ave X =





x

y

z



 alors , f(X) = AX où A =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



don pour X,X ′ ∈M3,1(R) et λ ∈ R, f(λX+X ′) = A(λX+X ′) = A(λX)+AX ′ = λAX+AX ′Pour la suite, on peut utiliser indi�éremment les lignes ou les olonnes :
(x, y, z) ∈ ker f ⇔ f(x, y, z) = 0 ⇔ (y, x, z) = (0, 0, 0) ⇔ x = 0, y = 0 et z = 0 don
ker f = {(0, 0, 0)}En�n pour tout (a, b, c) ∈ R

3, ∃(x, y, z) ∈ R
3, f(x, y, z) = (a, b, c) puisque f(b, a, c) = (a, b, c)don tout élément de R

3 admet un antéédent, don Im f = R
34



Option B (pour Im f) :
Im f =











y

x

z



 , (x, y, z) ∈ R
3







=







x





0
1
0



+ y





1
0
0



+ z





0
0
1



 , (x, y, z) ∈ R
3





don Im f = Vect









0
1
0



 ,





1
0
0



 ,





0
0
1







or 0
1
0



 ,





1
0
0



 ,





0
0
1







 =









1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





0
0
1







 est une base de M3,1(R) ('est la base a-nonique2. Montrer que E−1(f) = {X ∈ R
3, f(X) = −X} est un espae vetoriel et en donner une base e1

X ∈ E−1(f)⇔ f(X) = −X ⇔ f(x, y, z) = −(x, y, z) ave X = (x, y, z)

⇔ (y, x, z) = −(x, y, z)⇔







y = −x
x = −y
z = −z

⇔







x = −y
y ∈ R

z = 0don E−1(f) = {(−y, y, 0), y ∈ R} = {y(−1, 1, 0), y ∈ R} = Vect (−1, 1, 0), don E−1(f) est unespae vetoriel (ar 'est un ensemble engendré par une famille de veteurs) et e1 = (−1, 1, 0)est une base de E−1(f) ar 'est une famille génératrie (E−1(f) = Vect(e1)) et libre (un seulélément non nul).3. Montrer que E1(f) = {X ∈ R
3, f(X) = X} est un espae vetoriel et en donner une base (e2, e3)

X ∈ E1(f)⇔ f(X) = X ⇔ f(x, y, z) = (x, y, z) ave X = (x, y, z)

⇔ (y, x, z) = (x, y, z)⇔







y = x

x = y

z = z
⇔







x = y

y ∈ R

z ∈ Rdon E1(f) = {(y, y, z), y ∈ R, z ∈ R} = {y(1, 1, 0) + z(0, 0, 1), y ∈ R, z ∈ R} = Vect ((1, 1, 0), (0, 0, 1)),don de même E1(f) est un espae vetoriel) et ave e2 = (1, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1), (e2, e3) estune base de E1(f) ar elle est génératrie (puisque E1(f) = Vect(e2, e3)) et libre (en e�et e2 et
e3 ne sont pas proportionnels).4. Montrer que (e1, e2, e3) est une base de R

3Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R
3 tels que λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = (0, 0, 0)alors 



−λ1 + λ2 = 0
λ1 + λ2 = 0

λ3 = 0
⇒







λ1 = 0 L2 − L1

λ2 = 0 L1 + L2

λ3 = 0don (e1, e2, e3) est une famille libre de R
3 à trois éléments, 'est don une base de R

35. Déterminer la matrie A qui dé�nit l'appliation linéaire de R
3 dans R3 égale à fAve A =

(

0 1 0

1 0 0

0 0 1

) et X =

(

x

y

z

) alors AX =

(

y

x

z

) don M3,1(R) → M3,1(R)
X 7→ AX

est l'appli-ation linéaire que l'on peut assimiler à f (elle n'est pas stritement égale ar elle va de M3,1(R)dans M3,1(R))6. Soit B et P les matries B =

(

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

) et P =

(

−1 1 0

1 1 0

0 0 1

), déterminer P−1 puis montrerque A = PBP−1On peut utiliser la méthode des � inonnues invisibles � :
(

−1 1 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

)

⇔

(

2 0 0 −1 1 0

0 2 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1

)

← −L1 + L2

← L1 + L2 ⇔





1 0 0 −
1

2

1

2
0

0 1 0
1

2

1

2
0

0 0 1 0 0 1



5



don P est bien inversible et on a déterminé P−1don PB =

(

1 1 0

−1 1 0

0 0 1

) et PBP−1 =

(

1 1 0

−1 1 0

0 0 1

)





−
1

2

1

2
0

1

2

1

2
0

0 0 1



 =

(

0 1 0

1 0 0

0 0 1

)

= AExerie 16Soit f l'appliation dé�nie par f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x

y

z



 7→





3x− y + z

2x+ 2z
x− y + 3z



On note B = (e1, e2, e3) la base anonique de M3,1(R) et I la matrie identité de M3(R)1. Justi�er que f est une appliation linéaire de M3,1(R) dans M3,1(R) et déterminer une matrie
A telle que ∀X ∈M3,1(R), f(X) = AX2. Montrer que V = {X ∈M3,1(R), f(X) = 2X} est un espae vetoriel.Justi�er que V possède une base onstituée de deux veteurs, que l'on notera u1 et u23. On pose u3 = e1 + e2 + e3, montrer que la famille (u1, u2, u3) est une base de M3,1(R)4. Déterminer ker fQue peut-on en déduire pour l'appliation f ?5. Déterminer Im f et en donner une base. Que peut-on en déduire pour l'appliation f ?Exerie 17 - pour aller un peu plus loinSoit f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x

y

z



 7→





x+ 2y + z

x+ y + 3z
x− y



1. Montrer que f est linéaire.2. Déterminer la matrie A de f dans les bases anoniques.3. Montrer que f est bijetive.4. Déterminer f−15. Déterminer la matrie B de f−1 dans les bases anoniques.6. Caluler A−1Que onstate-ton ?

6


